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Abstract

Present contribution has consisted of a construction of a class of new shooting methods and application to Darcy Forchheimer

fluid flow over the linearly stretching sheet under the influence of thermal radiations. Governing equations of the flow phenomena

are presented in the form of partial differential equations, and these governing partial differential equations are reduced into

ordinary differential equations. The final ordinary differential equations are resolved by the present given shooting method

based on the class of Adam Moulton’s techniques with the Gauss-Siedel iterative method. Since the system of the first-order

differential is discretized by the Adam Moulton method with the Gauss-Siedel iterative method containing some unknown initial

conditions, a shooting approach is employed for finding unknown initial conditions. Also, it is proved that the Adam Moulton

methods using Gauss-Seidel iterative method are unconditionally stable for any system of differential equations. In additions

to this, finite element simulations containing velocity profile, streamlines, temperature profile and temperature contours are

deliberated with the help of graphs, and tables. Thus, the main aim of the current paper is to calculate the unique results for

a coupling approach based on Adams Moulton’s method for the boundary layer flow problem with the effect of heat transfer.
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Abstract: Present contribution has consisted of a construction of a class of new shooting methods and
application to Darcy Forchheimer fluid flow over the linearly stretching sheet under the influence of thermal
radiations. Governing equations of the flow phenomena are presented in the form of partial differential
equations, and these governing partial differential equations are reduced into ordinary differential equations.
The final ordinary differential equations are resolved by the present given shooting method based on the class
of Adam Moulton’s techniques with the Gauss-Siedel iterative method. Since the system of the first-order
differential is discretized by the Adam Moulton method with the Gauss-Siedel iterative method containing
some unknown initial conditions, a shooting approach is employed for finding unknown initial conditions.
Also, it is proved that the Adam Moulton methods using Gauss-Seidel iterative method are unconditionally
stable for any system of differential equations. In additions to this, finite element simulations containing
velocity profile, streamlines, temperature profile and temperature contours are deliberated with the help of
graphs, and tables. Thus, the main aim of the current paper is to calculate the unique results for a coupling
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approach based on Adams Moulton’s method for the boundary layer flow problem with the effect of heat
transfer.

Keywords: Adams Moulton’s methods; Gauss-Seidel method; Darcy-Forchheimer model; Radiations; Sta-
bility

Introduction

Today, development in technology has made integrated circuits in to tiny and support the research in nano-
materials. The in-depth study of stretchable flows gives a significant knowledge to the physics of boundary
layer examination. These stretchable flows are systematically solved by reducing the boundary value prob-
lems into the self-comparable structure and then solved for numerical or series solution through various
techniques. The trouble is that every stretching and shrinking problem consists of various governing equa-
tions, distinct transformations and a different system of solutions that are specific for each case. Scientists
have formed the methods to resolve and model the flow produced by stretching and shrinking of plates
[1-10]. Goldstein [11] studied various apparent structures in boundary layers which shrinking flow exhibit.
Miklavcic and Wang [12] studied the flow of viscous material subjected to a shrinking sheet. The thermal
manufacturing process involved heat energy conversion and its generation inside of the physical structure
and are developed through heat transportation. Fourier [13] studied the utilisation of heat transportation
in mechanical, biomedical and polymer industries. Wang et al. [14] have inspected the degree of thermal
transportation of Nano liquids in the existence of carbon nanotubes.

Finding of fullerenes in 1985 and carbon nanotubules aroused the attention of scientific society towards their
vast usage Kroto et al. [17]. Carbon has different allotropic forms and can adapt to various hybridisation
states; in this term, CNTB is a single-dimensional structure that has extensive application in nanoelectronics
Iijima [18]. These are made up of graphene (a two-dimensional structure that has been widely calculated by
Ciraci et al. [19] and Novoselov et al. [20]) rolled into the cylinder and showed distinctive properties due to
curvature Casari et al. [21]. Investigation in the field of nanotechnology is the principal aim of investigators,
nowadays, which was first proposed by Choi in 1995. Nano-fluid, a crucial part of nanotechnology is capable of
heat transfer and have applications in Textiles, electromagnetic, chemical, mechanical, optical and medicinal.
Nadeem and Lee [24] have proposed the theory of nanofluids aver stretching sheet. Remarkable properties
of nano liquids enable their frequent usage in nanotechnology. Diverse applications and vast and versatile
approaches of these nanofluids can be studied in Sheikholeslami publications [25-30].

The fluid of nanomaterials is known as micropolar fluid, belong to the class of polar fluids. Eringen [30,
31] has presented the concept of micropolar fluids with their applications. Lukaszewicz [32] has shown the
theory and usage of micropolar liquids. The micropolar liquid with the effects of the magnetic field was
studied by Mohammeadein [33]. The inactivity (stagnation) point of flow in micropolar fluids was studied
by Ishak et al. [34]. The effects of Joule heating on Magnetohydrodynamics micropolar and the effects of
joule heating and thermal radiation on Magnetohydrodynamics micropolar liquid was studied by Hakaiem
et al. [35] and Ramzan et al. [36] respectively; however, Yacob et al. [37] has presented the study of melting
heat spread stagnation point flow over a stretching plate. Haque studied the Magnetohydrodynamics free
mass movement and convection flow behaviour of micropolar liquid [38].

The system of the heat exchanger and system of geothermal energy are among those environmental and
industrial systems that contain the convection flow with the existence of permeable medium. The standard
law of Darcy is operative under little velocity and variable permeability. Forchheimer [42] has coincided a
term square velocity to the Darcian’s velocity by using inertia and boundary features; however, Muskat [43]
has introduced “Forchheimer term”, and for large Reynolds number, this term is permanently operative. The
fluid movement and heat transfer study with rotating situation reveals its significant role in the petrol and
chemical industries as well as in the study of earth, oceans and space technology. Greenspan and Howard
[47] have found out the behaviour of rotating flow for viscous fluid which is filled in the asymmetric closed
container.

The fluid movement through a porous medium has variable applications in thermal isolation, oil preparation
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and chemical reactors. [48-55] indicates energy and mass movement in various fluid models. Mostly the fluid
movement via porous media is more promising with respect of groundwater, water flow in a reservoir, oil
resources and several others.

The Darcy model is elaborated with increased flow rate and extended to non-Darcy with integrated properties
of inertia and boundary layer features; however, Forchheimer [57] proposed revised version of this model
named as Darcy-Forchheimer by announcing additional terms in momentum expression. Saddeek [58] coupled
Darcy-Forchheimer flow with Brownian and thermophoresis diffusion over a permeable overextended surface.
Hayat et al. [60] have calculated the flow as mentioned earlier with Cattaneo Christory heat changes; however,
some new insight in a too in-depth investigation about Darcy-Forchheimer and overextended flows are in
[61-66].

The present contribution is dealt with the coupling of three numerical methods and applied the coupling ap-
proach for solving ordinary differential equation obtained by using similarity transformation on the governing
equation of the flow problem. Adams Moulton’s methods are implicit, but the present way of applying Adams
Moulton’s methods can be considered as explicit because the techniques are coupled with the Gauss-Seidel
method. Since the initial condition for every first-order is not given, so a shooting approach is considered,
which is based upon the Matlab solver ‘fsolve’.

Problem Formulation

Consider the Laminar, incompressible and unsteady fluid flow over the flat extending sheet. Let the rate
of the stretching plate isV = ax. Let x−axis is considered parallel and coincides to the plate and y− axis
is perpendicular to the x− axis or stretching plate. The fluid is considered with thermal radiations. Under
these conditions with the use of the characteristic of Darcy-Forchheimer model with the consideration of
heat transfer. The Governing equations are expressed as

∂u
∂x + ∂v

∂y = 0(1)

u∂u∂x + v ∂u∂y = ν ∂
2u
∂y2 −

ν
Ku− Fu

2(2)

u∂T∂x + v ∂T∂y = k
ρcp

∂2T
∂y2 −

1
ρcp

∂qr
∂y (3)

Where u be the horizontal and v be the vertical components of velocity. Let T be the temperature of the
fluid, ν be the kinematic viscosity, F = cb

xK1/2 be the non-uniform inertia coefficient of the porous medium,
cb be the drag coefficient, K be the permeability of porous space, ρ be the density, cp be the specified heat
capacity, k be the thermal conductivity and qr be the Roseland heat flux. The flow is considered with the
following boundary conditions,

u = V, v = 0, T = Tw when y = 0
u→ 0, T → T∞ when y →∞ (4)

Where V = ax be the stretching velocity of the sheet, Tw be the constant temperature of the wall and T∞
be a constant ambient temperature of the fluid. Using linearization of T 4 by4TT 3

∞−3T 4
∞, the Roseland heat

flux can be reduced to

qr =
−16σ∗T 3

∞
3k∗

∂T
∂y (5)

Where σ∗ be a Stefan-Boltzman constant and k∗ be the mean absorption coefficient. The following trans-
formations are used to reduce the set of partial differential equations (1) - (3) with boundary conditions
(4)

u = axf
′
(η) , v = − (αν)

1
2 f (η) , η =

(
a
ν

) 1
2 y, θ (η) = T−T∞

Tw−T∞ .

The reduce partial differential equations are expressed by

3
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f
′′′

(η) = λf
′
(η) + (1 + Fr) f

′
(η)

2
− f (η) f ′′ (η)(6)

θ
′′

(η)
(
1 + 4

3Rd
)

= −Prf (η) θ′ (η)(7)

The reduced boundary conditions are given by

f = 0, f
′

= 1, θ = 1 when η = 0

f
′ → 0, θ → 0 when η →∞

(8)

Where Fr = Cb

K
1
2

be an inertia coefficient, λ = ν
aK be the porosity parameter, Rd =

16σT 3
∞

3kk∗ be the radiation

parameter and Pr =
µcp
k be the Prandtl number.

Numerical Method

In order to solve the boundary value problem (6)-(7) with boundary conditions (8), a shooting method
consisted of Adams-Moulton methods is implemented. It is to be noted that some shooting methods are
based on the use of Runge-Kutta methods which can give the accuracy of the order of four and five. Still,
the explicit Runge-Kutta methods have the deficiency to meet stability condition. But the present class of
constructed shooting methods is based on implicit methods which are called Adams-Moulton. But these
implicit methods are coupled with Gauss-Seidel iterative method to solve the resulting difference equation,
so the implementation is still considered as in an explicit manner. But this procedure of finding the solution
using Adams-Moulton method(s) and Gauss-Seidel iterative method is required to find some initial conditions
because Adams-Moulton method(s) are implemented on the system of first-order differential equations, so
to solve the resulting difference equation, Gauss-Seidel iterative method is employed that requires the initial
conditions for each of the equation in the system of differential equations. So to find the initial condition of
each of the differential equation in the system, a shooting approach is considered that finds missing initial
condition for each equation of the system. Also, it should be noted that some software packages may have
the facility to find the solution using the shooting method, but this or these software packages use the Runge-
Kutta methods to find the solution. Since all or most of the explicit methods are conditionally stable and
may take more time to converge due to stability restriction but the present contribution is based on the use
of implicit methods using Gauss-Seidel iterative method which are proved are unconditionally stable in next
stability section for order two and three. Similarly, the stability requirement can be checked for higher-order
Adams-Mouton methods coupled with the Gauss-Seidel iterative method.

Before applying Adams-Moulton methods, the considered boundary value problems are first reduced into
the systems of first-order differential equations.

Using equations (6) and (7), the system of first-order differential equations can be expressed as:

Let f
′

= f1 (9)

f
′

1 = f2 (10)

f
′

2 = λf1 + (1 + Fr) f
2
1 − ff2(11)

θ
′

= θ1 (12)

θ
′

1 = −Prβ fθ1 (13)

Where β = 1 + 4
3Rd (14)

Since the present approach of applying numerical method is to solve discretized equations using Gauss-Seidel
iterative method, the systems of equations (9)-(14) are linearized using Newton’s linearization. So applying
Newton’s linearization on the nonlinear terms contained in equations (11) and (13)

f21 = f1f1 = f1f
k+1
1 + fk+1

1 f1 − f1f1 = 2f1f
k+1
1 − f1

2

(15)

4
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ff2 = ffk+1
2 + fk+1f2 − ff2(16)

fθ1 = fθk+1
1 + fk+1θ1 − f θ1(17)

Where the variables in bar notations in equations (15)-(17) are constants or previously computed iteration k.
By using (15)-(17) into equations (11) and (14) and discretize the equations (9)-(14) using Adams-Moulton’s
second-order method the resulting equations are given by

fi−fi−1

h = 1
2 (f1,i + f1, i−1)(18)

f1,i−f1,i−1

h = 1
2 (f2,i + f2, i−1)(19)

f2,i−f2,i−1

h = 1
2 (λf1,i+(1 + Fr)

(
2f1,if1,i − f1,i

2
)
−fif2,i−fif2,i+fif2,i+λf1,i−1+(1 + Fr)

(
2f1 f1,i−1 − f1,i−1

2
)
−

fi−1f2,i−1 − fi−1f2,i−1 + fi−1f2,i−1) (20)

θi−θi−1

h = 1
2 (θ1,i + θ1,i−1)(21)

θ1,i−θ1,i−1

h = 1
2 [−Prβ (fiθ1,i + fiθ1,i − fiθ1,i + fi−1θ1,i−1 + fi−1θ1,i−1 − fi−1θ1,i−1)](22)

By applying the Gauss-Seidel iterative method on equations (18)-(22) the resulting equations are expressed
by

fk+1
i −fk+1

i−1

h = 1
2 (fk1,i + fk+1

1,i−1)(23)

fk+1
1,i −f

k+1
1,i−1

h = 1
2 (fk2,i + fk+1

2,i−1)(24)

fk+1
2,i −f

k+1
2,i−1

h = 1
2 (λfk+1

1,i +(1+Fr)(2f
k
1,if

k+1
1,i −

(
fk1,i
)2−fki fk2,i−fk+1

i fk2,i+f
k
i f

k
2,i+(1 + Fr)

(
2fk1,i−1f

k+1
1,i−1 −

(
fk1,i−1

)2)−
fki−1f

k+1
2,i−1 − f

k+1
i fk2,i−1 + fki−1f

k
2,i−1)(25)

θk+1
i −θk+1

i−1

h = 1
2 (θk1,i + θk+1

1,i−1)(26)

θk+1
1,i −θ

k+1
1,i−1

h = Pr
2β (fki θ

k
1,i + fk+1

i θk1,i − fki θk1,i + fki−1θ
k+1
1,i−1 + fk+1

i−1 θ
k
1,i−1 − fki−1θk1,i−1)(27)

Where h be a fixed step size of the considered finite difference domain.

Stability Analysis

In order to check the stability criteria of resulting equations (23)-(27), reduce the system into the following
vector-matrix form

X
′

= AX (28)

Where X =
f
f1
f2
θ

 and A =


0 amp; 1 amp; 0 amp; 0 amp; 0
0 amp; 0 amp; 1 amp; 0 amp; 0

−f2 amp;λ+ (1 + Fr2f1) amp;−f amp; 0 amp; 0
0 amp; 0 amp; 0 amp; 0 amp; 1

−Prβ θ1 amp; 0 amp; 0 amp; 0 amp;−Prβ f


By applying the Adams-Moulton’s second-order method on equation (28) yields

5
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Xi−Xi−1

h = A
2 (Xi +Xi−1) (29)

By applying Gauss-Seidel iterative method on equation (29) gives the following equation

Xk+1
i −Xk+1

i−1

h = A
2 (Xk

i +Xk+1
i−1 )(30)

In the present contribution, the Von Neuman stability criteria are employed. The criteria are usually applied
to partial differential equations. Still, in this contribution, it is applied on ordinary differential equation with
discretisation is given using Adams- Moulton second-order method and iterative procedure of Gauss-Seidel
iterative method.

Substitution ofXk+1
i = φk+1eιΙ , Xk

i = φkeιΙ , Xk+1
i−1 = φk+1e(i−1)Iφinto equation (30), the resulting equation

is given by

φk+1eιΙ − φk+1e(i−1)Iφ

englishh=A
2(φkeιΙ +φk+1e(i−1)Iφ)

Dividing the whole equation by eιΙ

φk+1 − φk+1e−Iφ

h
=
A

2
(φk + φk+1e−Iφ)

(
1.D − e−Iφ1.D − h

2
A

)
φk+1 =

h

2
Aφk

Ωηερε 1.Δ ις αν ιδεντιτψ ματριξ οφ ορδερ 5 βψ 5.

G = φk+1

φk
=
(
1.D − e−Iφ1.D − h

2A
)−1

(h2A)

Τηεν τηε αβοvε εχυατιον ςαν βε εξπρεσσεδ βψ

G =
(
1− e−Iφ − h

2λmax

)−1
(h2λmax)

Ωηερε λmaxις τηε μαξιμυμ Ειγενvαλυε οφ Α. Βψ εμπλοψινγ σταβιλιτψ ςονδιτιον |G| ≤ 1, τηε ρεσυλτινγ ινεχυαλιτιες

αρε γιvεν βψ∣∣∣h2 (1− e−Iφ − h
2λmax)

−1
λmax

∣∣∣ ≤ 1

h
2 |λmax| ≤

∣∣1− e−Iφ − h
2λmax

∣∣ ≤ 1 + 1 + h
2 |λmax|

h
2 |λmax| ≤ 2 + h

2 |λmax|

0 ≤ 2

Ωηιςη ις αλωαψς ριγητ. Τηις τηε Αδαμσ-Μουλτον σεςονδ-ορδερ μετηοδ υσινγ Γαυσσ-Σειδελ ιτερατιvε μετηοδ ις

υνςονδιτιοναλλψ σταβλε φορ τηε ςονσιδερεδ εχυατιονς,

Φορ τηε ςασε οφ Αδαμσ-Μουλτον΄ς τηιρδ-ορδερ υσινγ Γαυσσ-Σειδελ ιτερατιvε προςεσς, αππλψινγ τηε τηιρδ-ορδερ

Αδαμσ-Μουλτον΄ς μετηοδ ον τηε εχυατιον ις γιvεν βψ

Xi−Xi−1

h = A
12 (5Xi + 8Xi−1 −Xi−2)(31)

Βψ αππλψινγ τηε Γαυσσ-Σειδελ ιτερατιvε προςεδυρε ον εχυατιον (31) τηε ρεσυλτινγ εχυατιον ις

Xk+1
i −Xk+1

i−1

h = A
12 (5Xk

i + 8Xk+1
i−1 −X

k+1
i−2 )(32)

6
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Βψ εμπλοψινγ τηε ἅν-Νευμαν σταβιλιτψ ςριτερια ανδ υσινγ

Xk+1
i = φk+1eιΙ , Xk

i = φkeιΙ , Xk+1
i−1 = φk+1e(i−1)Iφ, Xk+1

i−2 = φk+1e(i−2)Iφιν το εχυατιον (32) ψιελδς

φk+1eιΙ −φk+1e(i−1)Iφ

ενγλισηη=Α
12(5φkeιΙ +8φk+1e(i−1)Ι −φk+1e(i−2)Iφ)

(33)

Διvιδινγ τηε ωηολε εχυατιον βψ eιΙ ον βοτη σιδε οφ τηε εχυατιον (33) ψιελδς

φk+1 − φk+1e−Iφ

h
=
A

12
(5φk + 8φk+1e−Iφ − φk+1e−2Iφ)

(
1.D − e−Iφ1.D − 2h

3
Ae−Iφ +

h

12
Ae−2Iφ

)
φk+1 =

5h

12
Aφk

Ωηερε 1.Δ ις αν ιδεντιτψ ματριξ οφ ορδερ 5 βψ 5.

G = φk+1

φk
=
(
1.D − e−Iφ1.D − 2h

3 e
−IφA+ h

12e
−2IφA

)−1
( 5h
12A)

Βψ αππλψινγ τηε σταβιλιτψ ςονδιτιον, ινεχυαλιτψ ςαν βε εξπρεσσεδ ας

∣∣∣∣(1− e−Iφ − 2

3
he−Iφλmax +

h

12
e−2Iφλmax)

−1 5h

12
λmax

∣∣∣∣ ≤ 1

5h
2 |λmax| ≤

∣∣1− e−Iφ − 2
3he
−Iφλmax+

h
12e
−2Iφλmax+

∣∣ ≤ 1 + 1 + 2
3h |λmax|+ h

12 |λmax|
h
12 (5− 8− 1) |λmax| ≤ 2

|λmax| ≥ − 6
h

Ωηιςη ις αλωαψς τρυε. Τηυς τηε Αδαμσ-Μουλτον΄ς τηιρδ-ορδερ μετηοδ ις υνςονδιτιοναλλψ σταβλε φορ τηε

πρεσεντ ςονσιδερεδ βουνδαρψ vαλυε προβλεμς, υσινγ Γαυσσ-Σειδελ ιτερατιvε μετηοδ. Ηοωεvερ, ιτ ςαν βε ςο-

νςλυδεδ τηατ τηε Αδαμσ-Μουλτον΄ς σεςονδ ανδ τηιρδ-ορδερ μετηοδς υσινγ Γαυσσ-Σειδελ ιτερατιvε μετηοδς αρε

υνςονδιτιοναλλψ σταβλε φορ ανψ βουνδαρψ vαλυε προβλεμ ωιτη τηε ιμπλεμεντατιον οφ ὅν-Νευμανν σταβιλιτψ

ςριτερια.

Τηεορεμ:

Τηε πρεσεντ ςουπλινγ σςηεμε οφ Αδαμ΄ς Μουλτον΄ς μετηοδς φορ τηε ςονσιδερεδ ρεδυςεδ φλοω προβλεμ ηας τηε

μαξιμυμ υππερ βουνδ.

Προοφ: Το προvε τηε ερρορ βουνδ, λετ ςονσιδερ φιρστ τηρεε εχυατιονς ωιτη τηε δισςρετιζατιον οφ τηε Γαυσσ-

Σειδελ μετηοδ

fk+1
i −fk+1

i−1

h = 1
2 (fk1,i + fk+1

1,i−1)(34)

fk+1
1,i −f

k+1
1,i−1

h = 1
2 (fk2,i + fk+1

2,i−1)(35)

fk+1
2,i −f

k+1
2, i−1

h = 1
2 (λ

(
fk+1
1,i + fk+1

1,i−1
)
+(1 + Fr)

(
2f1f

k+1
1,i + 2f1f

k+1
1,i−1 − f1

2
)
−f
(
fk2,i + fk+1

2,i−1
)
−f2

(
fk+1
i + fk+1

i−1
)
+

ff2)(36)

Ανδ ςονσιδερ τηε φολλοωινγ εξαςτ σςηεμες

fEi −f
E
i−1

h = 1
2 (fE1,i + fE1,i−1)(37)
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fE1,i−f
E
1,i−1

h = 1
2 (fE2,i + fE2,i−1)(38)

fE2,i−f
E
2, i−1

h = 1
2 (λ

(
fE1,i + fE1,i−1

)
+(1 + Fr)

(
2f1f

E
1,i + 2f1f

E
1,i−1 − f1

2
)
−f

(
fE2,i + fE2,i−1

)
−f1

(
fEi + fEi−1

)
+

ff2)(39)

Λετ τηε ερρορ αρε γιvεν βψ

ek1,i = fki − fEi , ek2,i = fk1,i − fE1,i , ek3,i = fk2,i − fE2,i

Γιvεν τηε ερρορς ας μεντιονεδ αβοvε, ςονvεργενςε ερρορ εχυατιονς αρε γιvεν βψ

ek+1
1,i −e

k+1
1,i−1

h = 1
2 (ek2,i + ek+1

2,i−1)(40)

ek+1
2,i −e

k+1
2,i−1

h = 1
2 (ek3,i + ek+1

3,i−1)(41)

ek+1
3,i −e

k+1
3, i−1

h = 1
2 (λ

(
ek+1
2,i + ek+1

2,i−1
)
+(1 + Fr)

(
2f1e

k+1
2,i + 2f1e

k+1
2,i−1

)
−f
(
ek3,i + ek+1

3,i−1
)
−f2

(
ek+1
1,i + ek+1

1,i−1
)
)(42)

Υσινγ αβσολυτε vαλυες ανδ ινεχυαλιτιες τηε εχυατιονς (40)- (42) ςαν βε εξπρεσσεδ βψ∣∣ek+1
2,i−1

∣∣ ≤ ∣∣ek2,1∣∣+ 2
h

(∣∣ek+1
1,i−1

∣∣)+
∣∣ek+1

1,i

∣∣+M1θ(h
2)(43)∣∣ek+1

3,i−1
∣∣ ≤ ∣∣ek3,1∣∣+ 2

h

(∣∣ek+1
2,i−1

∣∣)+
∣∣ek+1

2,i

∣∣+M2θ(h
2)(44)∣∣ek+1

3,i

∣∣+∣∣ek+1
3,i−1

∣∣ ≥ h
2 [− |λ|

(∣∣ek+1
2,i

∣∣+
∣∣ek+1

2,i−1
∣∣)−(1 + Fr) 2f1

(∣∣ek+1
2,i

∣∣+
∣∣ek+1

2,i−1
∣∣)−∣∣∣f ∣∣∣ (∣∣ek3,i∣∣+

∣∣ek+1
3,i−1

∣∣)+∣∣∣f2∣∣∣ (∣∣ek+1
1,i

∣∣+
∣∣ek+1

1,i−1
∣∣)]+

M3θ(h
2)(45)

Λετek1 = max1≤i≤N
∣∣ek1,i∣∣ , ek2 = max1≤i≤N

∣∣ek2,i∣∣ , ek3 = max1≤i≤N
∣∣ek3,i∣∣

Βεςαυσε οφ τηε εχυατιονς μεντιονεδ αβοvε, ινεχυαλιτιες (43)-(45) αρε εξπρεσσεδ βψ

ek+1
2 ≤ ek2 + 2

h

(
2ek+1

1

)
+M1θ(h

2)(46)

ek+1
3 ≤ ek3 + 2

h

(
2ek+1

2

)
+M2θ(h

2)(47)

h
2

∣∣∣f2∣∣∣ 2ek+1

1
≤ 2

h

(
2ek+1

3 + |λ| 2ek+1
2 + |1 + Fr| 2f12ek+1

2 +
∣∣∣f ∣∣∣ (ek3 + ek+1

3 )
)
(48)

Αδδινγ ινεχυαλιτιες (46)-(48), τηε φολλοωινγ ινεχυαλιτψ ις οβταινεδ

h
2

∣∣∣f2∣∣∣ 2ek+1
1 + ek+1

2 + ek+1
3 ≤ ek2 + 4

he
k+1
1 + ek3 + 4

he
k+1
2 + 4

he
k+1
3 + h

2 [|λ| 2e
k+1
2 + |1 + Fr| 4f1ek+1

2 +
∣∣∣f ∣∣∣ (ek3 +

ek+1
3 )] +M θ(h2)(49)

Λετek = max{ek1 , ek2 , ek3}. Τηε λαστ ινεχυαλιτψ (49) ςαν βε εξπρεσσεδ βψ

h
2

∣∣∣f2∣∣∣ 2ek+1 + ek+1 + ek+1 ≤ ek + 4
he
k+1 + ek + 4

he
k+1 + 4

he
k+1 + h

2 [|λ| 2e
k+1 + |1 + Fr| 4

∣∣∣f1∣∣∣ ek+1 +
∣∣∣f ∣∣∣ (ek +

ek+1)] +M θ(h2)

Φρομ τηε λαστ ινεχυαλιτψ, τηε φολλοωινγ ινεχυαλιτψ ις οβταινεδ

h
∣∣∣f2∣∣∣+ 2− 4

h −
4
h −

4
h − h |λ| − h |1 + Fr| 2

(∣∣∣f1∣∣∣− h
2

∣∣∣f ∣∣∣) ek+1 ≤ 2ek + h
2

∣∣∣f ∣∣∣ ek +Mθ(h2)(50)

Λετβ = h
∣∣∣f2∣∣∣+ 2− 12

h − h |λ| − h |1 + Fr| 2
∣∣∣f1∣∣∣− h

2

∣∣∣f ∣∣∣
Τηεν λαστ ινεχυαλιτψ ςαν βε εξπρεσσεδ βψβek+1 ≤ (2 + h

2

∣∣∣f ∣∣∣ ek +Mθ(h2))

8
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Λετ α = 2 + h
2

∣∣∣f ∣∣∣
Τηεν βek+1 ≤ αek +Mθ(h2) (51)

Λετ k = 0

Τηεν βe1 ≤ αe0 +Mθ(h2)

Σινςε τηε φιξεδ βουνδαρψ ςονδιτιονς αρε γιvεν σο e0 = 0.

Τηε λαστ ινεχυαλιτψ βεςομες

βe1 ≤ +Mθ(h2)

Λετ k = 1 ιν (51)

βe2 ≤ αe1 +Mθ(h2)

e2 ≤ α

β
e1 +

M

β
θ(h2)

Λετ
M
β = Mβ , ανδ

α
β = γ

Τηεν

e2 ≤ γe1 +Mβθ
(
h2
)
≤ γ

(
Mβθ

(
h2
))

+Mβθ
(
h2
)

= (γ + 1)Mβθ
(
h2
)

Φορ k = 2 ιν (51), ιτ ις οβταινεδ

e3 ≤ γe2 +Mβθ
(
h2
)
≤ γ(γ + 1)

(
Mβθ

(
h2
))

+Mβθ
(
h2
)

= (γ2 + γ + 1)Mβθ
(
h2
)

Ανδ σιμιλαρλψ, ιτ γοες ον

ek ≤
(
1 + r + r2 + . . .+ rk−1

)
Mβθ

(
h2
)

= 1−rk
1−r Mβθ

(
h2
)

Φορ φινδινγ τηε ερρορ βουνδ φορ τηε λαστ ςονσιδερεδ εχυατιον, δισςρετισε υσινγ Αδαμ΄ς Μουλτον σεςονδ-ορδερ

μετηοδ ανδ πυτ ον τηε Γαυσσ-Σειδελ ιτερατιvε μετηοδ, τηε συβσεχυεντ ςονvεργενςε ερρορ εχυατιονς αρε οβταινεδ

ek+1
4,i −e

k+1
4,i−1

h = 1
2 (ek+1

5,i + ek+1
4,i−1)(52)

ek+1
5,i −e

k+1
5,i−1

h = − Pr
2(1+ 4

3Rd)
[f
(
ek+1
5,i − e

k+1
5,i−1

)
+ θ1(ek+1

1,i − e
k+1
1,i−1)](53)

Υσινγ αβσολυτε vαλυε, ανδ ινεχυαλιτιες, εχυατιον (52)∣∣ek+1
5,i−1

∣∣ ≤ ∣∣ek+1
5,i

∣∣+ 2
h

(∣∣ek+1
4,i

∣∣− ∣∣ek+1
4,i−1

∣∣)+M4θ
(
h2
)
(54)

2
he
k+1
5 ≥ δ

2

[∣∣∣f ∣∣∣ ek+1
5 −

∣∣∣f ∣∣∣ ek5 − ∣∣∣θ1∣∣∣ 2ek+1
1

]
Ωηερε ek5 = max1≤i≤N

∣∣ek5,i∣∣ανδ δ = Pr
1+ 4

3Rd∣∣∣f ∣∣∣ ek+1
5 ≤ 4

ηδ
ek+1
5 +

∣∣∣f ∣∣∣ ek5 + 2 |θ1| ek+1
1 +M5θ

(
h2
)
(55)

Αδδινγ (51), (54) ανδ (55), ιτ ις οβταινεδ∣∣∣f ∣∣∣ ek+1
5 + ek+1 + ek+1

5 ≤ 4
ηδ
ek+1
5 +

∣∣∣f ∣∣∣ ek5 + 2
∣∣∣θ1∣∣∣ ek+1

1 + γek +Mθ
(
h2
)

+ ek5 + 4
he
k+1
4 M5θ

(
h2
)

Λετ e−k = max{ek5 , ek, ek4}

9
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Τηεν τηε λαστ ινεχυαλιτψ ιμπλιες

(∣∣∣f ∣∣∣+ 2− 4

ηδ
− 2

∣∣∣θ1∣∣∣− 4

h

)
e−k+1 ≤

∣∣∣f ∣∣∣ e−k + γe−k + e−k +M5θ
(
h2
)

Λετδ1 =
∣∣∣f ∣∣∣+ 2− 4

ηδ
− 2

∣∣∣θ1∣∣∣− 4
hανδδ2 =

∣∣∣f ∣∣∣+ γ + 1

Τηε λαστ ινεχυαλιτψ ςαν βε εξπρεσσεδ ας

δ1e
−k+1 ≤ δ2e−k +M5θ

(
h2
)

Λετ
δ2
δ1

= δ3 ανδ
M5

δ1
= Mδ

Τηεν τηε λαστ ινεχυαλιτψ ςαν βε εξπρεσσεδ βψ

e−k+1 ≤ δ3e−k +Mδθ
(
h2
)
(56)

Φορ k = 0 ιν (56)

e−1 ≤ δ3e−0 +Mδθ
(
h2
)
τηις ιμπλιες e−1 ≤Mδθ

(
h2
)

Φορ k = 1 ιν (56)

e−2 ≤ δ3e−1 +Mδθ
(
h2
)
≤ δ3Mδθ

(
h2
)

+Mδθ
(
h2
)

= (δ3 + 1)Mδθ
(
h2
)

Φορ k = 2 ιν (56)

e−3 ≤ δ3e−2 +Mδθ
(
h2
)
≤ δ3(δ3 + 1)Mδθ

(
h2
)

+Mδθ
(
h2
)

= (δ3
2 + δ3 + 1)Mδθ

(
h2
)

ανδ σιμιλαρλψ, ιφ ιτ γοες ον, ωε γετ

e−k ≤
(

1 + δ3 + δ3
2 + . . .+ δ3

k−1
)
Mδθ

(
h2
)

=
1− δ3k

1− δ3
Mδθ

(
h2
)

Ρεσυλτς ανδ δισςυσσιονς

Αππλιςατιον οφ τηε νυμεριςαλ μετηοδ ις γιvεν φορ σολvινγ βουνδαρψ λαψερ φλοω προβλεμ. Σεςονδ ανδ τηιρδ-

ορδερ Αδαμς Μουλτον μετηοδ ις υτιλιζεδ το σολvε ορδιναρψ διφφερεντιαλ εχυατιονς. Σινςε τηε δομαιν οφ

τηε πρεσεντ προβλεμ ις σεμι-ινφινιτε βυτ ιτ ις ςονσιδερεδ ας α φινιτε φορ αππλψινγ τηε νυμεριςαλ μετηοδ.

Τηε λενγτη οφ τηε δομαιν μαψ vαρψ ιν εαςη σιμυλατιον. Τηε σταβιλιτψ οφ σεςονδ ανδ τηιρδ-ορδερ Αδαμς

Μουλτον μετηοδς ηας βεεν γιvεν. Τηε σεςονδ ανδ τηιρδ-ορδερ Αδαμς Μουλτον προςεδυρες ηαvε προvεν το βε

υνςονδιτιοναλλψ εvεν φορ ανψ σψστεμ οφ ορδιναρψ διφφερεντιαλ εχυατιονς υσινγ τηε Γαυσσ-Σειδελ ιτερατιvε

σςηεμε. Τηε πρεσεντ ςουπλινγ αππροαςη οφ Αδαμς Μουλτον μετηοδ ωιτη Γαυσσ-Σειδελ ιτερατιvε μετηοδ ςαν βε

ςονσιδερεδ εξπλιςιτ, ανδ ιτ σηουλδ βε νοτεδ τηατ τηε Αδαμς Μουλτον μετηοδς αρε ιμπλιςιτ. Σινςε τηε προςεδυρε

οφ σολvινγ διφφερεντιαλ εχυατιονς ςαν βε ςονσιδερεδ εξπλιςιτ ανδ τηε Αδαμς Μουλτον μετηοδς αρε υσεδ ον φιρστ-

ορδερ διφφερεντιαλ εχυατιονς, σο ιτ ρεχυιρες αν ινιτιαλ ςονδιτιον φορ εvερψ φιρστ-ορδερ διφφερεντιαλ εχυατιον.

Σινςε τηε ςονσιδερεδ σετ οφ ορδιναρψ διφφερεντιαλ εχυατιονς ις τηε βουνδαρψ vαλυε προβλεμ, σο σομε ινιτιαλ

ςονδιτιονς αρε μισσινγ. Τηερεφορε ιν ορδερ το φινδ τηε μισσινγ ινιτιαλ ςονδιτιονς, α σηοοτινγ μετηοδ ηας βεεν

υτιλιζεδ. Τηε σηοοτινγ μετηοδ ηας ςονσιστεδ οφ τηε Ματλαβ σολvερ `φσολvε΄ τηατ ςαν σολvε τηε εχυατιονς.

Σο, τηερε αρε τηρεε μετηοδς ςουπλεδ τογετηερ ανδ ηαvε βεεν αππλιεδ το σολvε τηε ςονσιδερεδ σετ οφ ορδιναρψ

διφφερεντιαλ εχυατιονς. Ηοωεvερ, τηε ρεχυιρεμεντς οφ τηεσε μετηοδς αρε τωο ινιτιαλ γυεσσες τηατ ηαvε βεεν

υσεδ φορ Ματλαβ σολvερ `φσολvε΄ ανδ Γαυσσ-Σειδελ ιτερατιvε μετηοδ. Αλσο, ιτ σηουλδ βε νοτεδ τηατ τηε υπδατεδ

ινιτιαλ γυεσσες φορ `φσολvε΄ ηαvε βεεν υσεδ φορ σολvινγ τηε διφφερεντιαλ εχυατιονς. Ιφ τηε προβλεμ δοες νοτ

προvιδε αν αςςυρατε σολυτιον φορ σομε γιvεν ινιτιαλ γυεσς φορ `φσολvε΄, τηεν τηε λενγτη οφ τηε δομαιν δεςρεασεδ,

ανδ τηε μισσινγ ινιτιαλ ςονδιτιονς αρε φουνδ ον τηε σμαλλ δομαιν. Τηε φουνδ ινιτιαλ ςονδιτιονς ηαvε βεεν υσεδ

φυρτηερ ας ινιτιαλ γυεσσες φορ `φσολvε΄ ανδ τηεν τηε σολυτιον ωας φουνδ ον λιττλε λαργερ δομαιν. Σο, τηε

10
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υπδατεδ ινιτιαλ γυεσς φορ `φσολvε΄ ςαν βε υσεφυλ φορ σολvινγ διφφερεντιαλ εχυατιον υσινγ σηοοτινγ αππροαςη.

Τηε Θαςοβι ιτερατιvε μετηοδ ςαν αλσο βε υσεδ φορ σολvινγ διφφερενςε εχυατιονς, βυτ τηε πρεσεντ ςοντριβυτιον

ις δεαλτ ωιτη τηε Γαυσσ-Σειδελ μετηοδ.

Φιγ. 1 σηοως τηε vελοςιτψ προφιλε ωιτη τηε ρισε οφ ποροσιτψ παραμετερλ. Ιτ ςαν βε ςονςλυδεδ τηατ τηε

vελοςιτψ δεςλινες ωιτη τηε υπσυργε οφ τηε ποροσιτψ παραμετερ, ανδ τηις ηαππενς δυε το μορε ρεσιστανςε οφ

φλυιδ vελοςιτψ ωηεν τηε ποροσιτψ παραμετερ ινςρεασες. Φιγ. 2 σηοως τηε vελοςιτψ προφιλε ωιτη τηε ινςρεασε ιν

ινερτια ςοεφφιςιεντΦρ. Τηις φιγυρε δεμονστρατες τηατ τηε vελοςιτψ δεςλινες ωιτη τηε ενηανςεμεντ οφ τηε ινερτια

ςοεφφιςιεντ ανδ τηε τηιςκνεσς οφ τηε βουνδαρψ λαψερ δεςλινες. Φιγ. 3 σηοως τηε τεμπερατυρε προφιλε ωηεν

τηε ραδιατιον παραμετερ vαριες σινςε τηε τεμπερατυρε ινςρεασες δυε το τηε ινςρεμεντ ιν τηε ραδιατιον παραμετερ

ανδ τηερεφορε, τηε τεμπερατυρε προφιλε ινςρεασες. Φιγ. 4 σηοως τηε τεμπερατυρε προφιλε ωηεν τηε ποροσιτψ

παραμετερ vαριες. Βψ λοοκινγ ατ τηις φιγυρε, ιτ ςαν βε ςονςλυδεδ τηατ τηε τεμπερατυρε προφιλε ρισες ωιτη τηε

γροωτη ιν ποροσιτψ παραμετερ. Φιγ. 5 σηοως τηε τεμπερατυρε προφιλε ωηεν τηε Πρανδτλ νυμβερ vαριες. Σινςε

τηε ινςρεασε ιν Πρανδτλ νυμβερ γιvες α δεςρεασε ιν τηερμαλ διφφυσιvιτψ ανδ α δεςρεασε ιν τηερμαλ διφφυσιvιτψ γιvες

α σηαρπ φαλλ ιν τηερμαλ ςονδυςτιvιτψ τηατ γιvες σλοωερ ηεατ τρανσφερ ανδ τηις μακες α φαλλ ιν τηε τεμπερατυρε

προφιλε.

Φιγ. 6 σηοως τηε μαξιμυμ αβσολυτε ρεσιδυαλ. Τηε ρεσιδυαλ ις φουνδ βψ φινδινγ ονε εξτρα δεριvατιvε φορ

βοτη τηε ςονσιδερεδ διφφερεντιαλ εχυατιονς ωηιςη ωερε οβταινεδ βψ αππλψινγ σιμιλαριτψ τρανσφορματιονς ον

γοvερνινγ εχυατιονς. Σινςε τηε σολυτιον οφ εαςη φιρστ-ορδερ εχυατιον ςαν γιvε τηε μαξιμυμ σεςονδ ανδ τηε

φιρστ δεριvατιvε οφ βοτη τηε εχυατιονς, βυτ τηε εχυατιονς ςονταιν τηιρδ ανδ σεςονδ-ορδερ δεριvατιvες, σο ονε

τηιρδ ανδ σεςονδ νυμεριςαλ δεριvατιvες αρε φουνδ φιρστ. Ονε εξτρα δεριvατιvε ςαν βε φουνδ βψ αππλψινγ φορ τηε

σεςονδ-ορδερ φορωαρδ, βαςκωαρδ ανδ ςεντραλ διφφερενςε φορμυλας ον τηε φουνδ σεςονδ ανδ φιρστ δεριvατιvες

οφ βοτη εχυατιονς. Ονςε τηε τηιρδ ανδ σεςονδ-ορδερ δεριvατιvες αρε φουνδ τηεν τηε ρεσιδυαλ ις φουνδ, ανδ τηε

μαξιμυμ αβσολυτε οφ εαςη ρεσιδυαλ γιvες τηε ρεσιδυαλ ωηιςη ις γιvεν ιν Φιγ. 6. Τηις ρεσιδυαλ ις γιvεν ιν [67].

Φιγ. 7 σηοως τηε μαξιμυμ οφ νορμς φορ τηε ερρορς. Τηε ερρορ ις φουνδ βψ φινδινγ τηε διφφερενςε βετωεεν

τηε σολυτιον οφ εαςη εχυατιον ανδ σολυτιονς οβταινεδ βψ Ματλαβ σολvερ `βvπ4ς΄, ανδ τηε μαξιμυμ νορμ ις φουνδ

βψ τακινγ τηε μαξιμυμ οφ τηε νορμς οφ εαςη διφφερενςε. Φιγ.8 σηοως τηε μαξιμυμ οφ αλλ τηε νορμς οφ ερρορ

οvερ τηε νυμβερ οφ γριδ ποιντς. Φιγς. 9-12 αρε ςονστρυςτεδ φρομ τηε σοφτωαρε, ωηιςη ις βασεδ ον τηε φινιτε

ελεμεντ μετηοδ. Α ρεςτανγυλαρ αρεα ις ςονστρυςτεδ ωιτη ζερο ινφλοω, ανδ τηε φλοω ις γενερατεδ δυε το τηε

vελοςιτψ οφ τηε βοττομ ωαλλ. Τηε φλοω ηας ιτς μαξιμυμ vελοςιτψ νεαρ το τηε βοττομ ωαλλ, ωηιςη ςαν βε σεεν

βψ λοοκινγ ατ τηε φιγ. 9. Τηε μαξιμυμ το μινιμυμ ςολουρς ςαν βε σεεν βψ λοοκινγ ατ τηε ςολουρ βαρς γιvεν

ιν φιγ.9. Ας τηε vελοςιτψ οφ τηε βοττομ ωαλλ ινςρεασες τηε ρισε ιν τηε βουνδαρψ λαψερ ςαν βε σεεν ον τηε

λεφτ σιδε. Τηε ρισε ιν ινςρεασινγ ωηεν μοvες φρομ σμαλλ το ηιγηερ vελοςιτψ οφ τηε βοττομ ωαλλ. Σινςε τηε

στρεαμλινες αρε τανγεντ το τηε vελοςιτψ φιελδ, σο τηε ςλεαρ παττερν οφ στρεαμλινες ςαν βε σεεν βψ λοοκινγ

ατ φιγ. 10 (α). Σινςε τηε vελοςιτψ ις αππροξιματελψ ηοριζονταλ ανδ σομε βεηαvιουρ νεαρ το τηε λεφτ ωαλλ, σο

τηε στρεαμλινες αλσο αρε ηοριζονταλ νεαρ το τηε βοττομ ανδ υππερ ωαλλς ανδ ηας σομε κινδ οφ βεηαvιουρ νεατ

το τηε λεφτ ωαλλ. Τηε παττερν οφ στρεαμλινες ις διστυρβεδ βψ ινςρεασινγ τηε vελοςιτψ οφ τηε βοττομ ωαλλ.

Τηε αππροξιματελψ νεαρ ρισε ςαν βε σεεν ιν φιγ.9 ανδ αλσο ςαν βε οβσερvεδ ιν φιγ. 10 ανδ τηε ωηολε παττερν

οφ στρεαμλινες ιν φιγ. 10 (β-δ) αρε διστυρβεδ δυε το τηε ρισε νεαρ το τηε λεφτ ωαλλ. Φιγ. 11 σηοως τηε

τηερμαλ βουνδαρψ λαψερ δυε το τηε ηοττερ βοττομ ωαλλ. Τηε ρισε οφ τηε τεμπερατυρε νεαρ το λεφτ ωαλλ ςαν

βε σεεν ςλεαρλψ ιν φιγ. 11 (α) δυε το τηε φαςτ τηατ μορε φλυιδ σταψς νεαρ το λεφτ ωαλλ ωηεν τηε βοττομ

ωαλλ μοvες ωιτη τηε γιvεν vελοςιτψ. Σο τηις φλυιδ βεςομες ηοττερ τηαν τηε φλυιδ, ωηιςη ις φαρ αωαψ φρομ τηε

λεφτ ωαλλ ανδ τηε δοωνφαλλ οφ τηε τεμπερατυρε ςαν βε σεεν ωηεν ονε μοvες φρομ λεφτ το ριγητ. Σιμιλαρλψ,

τηε τεμπερατυρε ςοντουρ ιν φιγ. 12 (α) φορ τηε τεμπερατυρε προφιλε γιvεν ιν φιγ. 11 (α). Τηις ςοντουρ οφ τηε

τεμπερατυρε σηοως τηε διστριβυτιον οφ τηε τεμπερατυρε αππροξιματελψ ιν τηε ωηολε ρεςτανγυλαρ ρεγιον. Ωηεν

τηε vελοςιτψ οφ τηε βοττομ ωαλλ ινςρεασες, τηε σπεεδ οφ τρανσφερρινγ τηε φλυιδ παρτιςλες φρομ λεφτ πλαςε

το ριγητ πλαςε ινςρεασες ανδ τηις ινςρεασε οφ φλυιδ παρτιςλες, ις ρεσπονσιβλε φορ ρεδυςινγ τηε τεμπερατυρε

οφ τηε φλυιδ αππροξιματελψ βετωεεν τηε τοπ ανδ βοττομ ωαλλς. Αλσο, τηις κινδ οφ βεηαvιουρ ςαν βε σεεν βψ

λοοκινγ ατ τηε φιγ. 12 (β-δ) τηατ ςοντουρ αρε αππροξιματελψ ηοριζονταλ νεαρ το τηε βοττομ ανδ τοπ ωαλλς

δυε το τηε υνιφορμ τεμπερατυρε νεαρ το τηεσε ωαλλς. Σο ιφ τηε vελοςιτψ ινςρεασες, τηε τρανσφερρινγ οφ τηε

τεμπερατυρε φρομ τηε βοττομ ωαλλ το τηε ινσιδε φλυιδ βεςομες σλοωερ. Τηεσε φιγς. 9-12 αρε δραων υσινγ
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τηε ςοεφφιςιεντ οφ u2 ις υσεδ το βε 0.1, ανδ τηε ςοεφφιςιεντ οφu ις σελεςτεδ το βε 0.7 φορ Δαρςψ-Φορςηηειμερ

φλυιδ ωιτηουτ ςονσιδερινγ τηερμαλ ραδιατιονς.

ὃνςλυσιονς

Α ςουπλινγ αππροαςη βασεδ υπον Αδαμς Μουλτον΄ς μετηοδ ηας βεεν συςςεσσφυλλψ αππλιεδ φορ τηε βουνδαρψ

λαψερ φλοω προβλεμ ωιτη τηε εφφεςτ οφ ηεατ τρανσφερ. Τηε πρεσεντ στρατεγψ οφ υσινγ Αδαμς Μουλτον΄ς

μετηοδ ςαν βε ςονσιδερεδ ας εξπλιςιτ δυε το τηε ςουπλινγ οφ τηε μετηοδ(ς) ωιτη τηε Γαυσσ-Σειδελ μετηοδ.

Σινςε τηε Αδαμς Μουλτον΄ς μετηοδς αρε εμπλοψεδ ον τηε φιρστ-ορδερ διφφερεντιαλ εχυατιονς, σο α σηοοτινγ

αππροαςη ηας βεεν ςονσιδερεδ φορ φινδινγ τηε μισσινγ ινιτιαλ ςονδιτιονς. Τηε σταβιλιτψ φορ τηε ςονσιδερεδ

μετηοδς ηας βεεν φουνδ, ανδ ιτ ηας βεεν προvεδ τηατ τηε μετηοδς αρε υνςονδιτιοναλλψ σταβλε φορ εαςη σψστεμ

οφ διφφερεντιαλ εχυατιονς. Τηε πρεσεντ αππροαςη οφ ςουπλεδ μετηοδς ςαν βε αππλιεδ φυρτηερ το σολvε

διφφερεντιαλ εχυατιονς.

Αςκνοωλεδγεμεντς

Τηε αυτηορς αρε γρατεφυλ το ἵςε-ἣανςελλορ, Αιρ Υνιvερσιτψ, Ισλαμαβαδ φορ προvιδινγ αν εξςελλεντ ρεσεαρςη

ενvιρονμεντ ανδ φαςιλιτιες.

Δεςλαρατιον οφ ςονφλιςτινγ ιντερεστς

Τηε αυτηορ(ς) δεςλαρεδ νο ποτεντιαλ ςονφλιςτς οφ ιντερεστ ςονςερνινγ τηε ρεσεαρςη, αυτηορσηιπ, ανδ/ορ

πυβλιςατιον οφ τηις αρτιςλε.

Φυνδινγ

Τηε αυτηορ(ς) ρεςειvεδ νο φινανςιαλ συππορτ φορ τηε ρεσεαρςη, αυτηορσηιπ, ανδ/ορ πυβλιςατιον οφ τηις αρτιςλε.
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