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Resumen

El propésito de este trabajo es estudiar algunas de las carac-
teristicas mas importantes del modelo de FitzHugh-Nagumo.
Empezando con el andlisis en el plano de fase, los principa-
les regimenes del sistema se pasa a continuacién al estudio de
fenémenos de difusién. Para ello introducimos el término de
difusién en las ecuaciones y se simulan resultados en 1 y 2 di-
mensiones. Se termina con la obtencién de patrones de Turing

y patrones inestables.

1. Introduccion

Relativo al estudio de los mecanismos involucra-
dos en la iniciacién y propagacién de potenciales de
accién en el tejido nervioso el modelo de Hodgkin-
Huxley (HH) representé uno de los hitos més import-
antes. Este modelo permitié aproximar y analizar las
caracteristicas eléctricas de células como las neuro-
nas en funcién de variables matemadticas mediante
un conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales.
No obstante, el espacio de fase del modelo HH tiene
dimension cuatro, lo que hace muy dificil un entendi-
miento intuitivo de su funcionamiento.

Basado en el modelo de oscilaciones de relajaciéon de
las ecuaciones de Van der Pol, FitzHugh propuso una
simplificacién del modelo HH. Independientemente,
Nagumo propuso un circuito eléctrico no lineal tam-
bién gobernado por un sistema de ecuaciones pareci-
das a las de Van der Pol. Este modelo simplificado es
lo que conocemos como modelo FitzHugh-Nagumo.

Este modelo, que permite una comprensién cualitati-
va de los fenémenos de excitabilidad es susceptible de
un andlisis muy completo. Su importancia se extiende
a otros dmbitos ademaés de la biologia como modelo

para fenémenos no lineales pues presenta unas propie-
dades sumamente ricas e interesantes que merece la
pena investigar. En este trabajo se estudian algunas
de los comportamientos mas importantes del modelo
FHN (FitzHugh-Nagumo) con la intencién de propor-
cionar una idea de la riqueza de comportamientos que
pueden emerger de él. El estudio brévemente descri-
be las posibles situaciones y reacciones en funciéon de
los parametros a, b, € e I, para a continuaciéon ana-
lizar los efectos de la introduccién de un término de
difusion a las ecuaciones.

Analisis cualitativo del mo-
delo FHN

2.

El sistema FHN consiste en un sistema de ecuaciones
diferenciales auténomo no lineal (1-2)

dv

= Few)=v-a)l-v)-w+l (1)
dw
E = G(’U,U)) = E(U — bw) (2)

donde para los pardmetros de estas ecuaciones con-
sideraremos el siguiente rango de valores: —1 < a <
1, b > 0y e > 0 teniendo este ultimo parametro
normalmente un valor pequenio.

2.1. Configuraciones del sistema en
funcion de los wvalores de los

parametros ay b

El estudio de las ceroclinas dentro del rango de
pardmetros anteriormente definido nos lleva a iden-



tificar bésicamente 3 situaciones (6 4 incluyendo el
punto de transicién entre 2 de ellas). Estos posibles
casos pueden observarse en la figura 1
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Figura 1: Casos en funcién de los valores de los
pardmetros a y b. a) Régimen biestable; b) Régimen
excitable; ¢) Caso limite; d) Régimen oscilatorio

Se observa que el sistema puede mostrar 1, 2 6 3 pun-
tos fijos. La configuracién con 3 puntos fijos estando el
central en la parte creciente de la ceroclina F(v,w) se
denomina biestable, con un punto fijo en la rama de-
creciente izquierda de F(v,w) nos encontramos con la
situacion excitable y con un sélo punto fijo en la rama
central (creciente) de F(v,w) entramos en situacién
oscilatoria. Finalmente, el caso b) de la Fig. 1 repre-
senta un punto de bifurcacién (silla nodo), partiendo
de una situacién biestable los 2 puntos fijos (uno de
ensilladura y otro estable) colisionan y se “aniquilan”
mutuamente pasando el sistema la régimen excitable.

2.2. Comportamiento del sistema en

los diferentes regimenes

Cada uno de los regimenes detallados anteriormente
conduce a una configuracion diferente del espacio de
fases y consiguientemente un comportamiento dife-
rente para las posibles distintas situaciones iniciales.
En la Fig. 2 podemos observar estos diferentes com-
portamientos. A saber:

1. Caso biestable ( Fig. 2a) : Nos encontramos con
2 puntos estables y uno de ensilladura. Dependi-
endo del la situacién inicial el sistema relajard a

uno u otro

2. Caso excitable ( Fig. 2b): Un sélo nodo estable
(0, 0). En esta situacion es posible que pequenas
perturbaciones iniciales lleven al sistema a de-
sarrollar un tinico punto de gran amplitud antes
de relajar al punto fijo (0, 0)

3. Caso oscilatorio ( Fig. 2¢): El comportamiento
del sistema ante cualquier perturbacién inicial es
desarrollar un comportamiento oscilatorio en for-
ma de un ciclo limite. Estas oscilaciones son de
relajacién. Cuanto menor sea el valor de & més
acusado serd el cardcter de relajacién de estas.
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Figura 2: Plano de fases y evolocién temporal tipica
de los 3 regimenes. a) Regimen biestable; b) régimen
excitable; ¢) régimen oscilatorio

2.3. Efecto de un impulso externo

Un impulso externo puede generar una multiplicidad
de situaciones. En (Ref.1) (primera PEC) se mue-
stran una variedad de casos, de ninguna forma com-



pleta. Un caso interesante que corresponde a la re-
spuesta neuronal a una excitacién externa correspon-
de al mostrado en la figura 3. Partiendo de una si-
tuacion excitable, al aplicar un impulso externo el
sistema (la neurona) pasa a un régimen oscilato-
rio. Si el impulso sigue aumentando el régimen cam-
bia de nuevo a un sélo punto estable (en la rama
derecha de F(v,w)) y se pierde la respuesta oscila-
toria (la neurona no responde més al impulso con
oscilaciones). En (http://www.scholarpedia.org/
article/FitzHugh-Nagumo_model) se muestra este
efecto en una animacion.

=011

-034

Figura 3: Efecto del impulso. Desplazamiento vertical
de F(v, w) y consiguiente cambio de régimen del siste-
ma. 1) Lineas rosa y roja: régimen excitable; ii) naran-
jas: régimen oscilatorio; iii) lima y verde: régimen no
oscilatorio

2.4. Bifurcaciones

El sistema FHN ofrece miiltiples posibilidades de pre-
sentar bifurcaciones segin un parametro de control
(a, b o incluso I). Este trabajo no incluye un estudio
exhaustivo de ellas, éste puede hallarse en multiples
referencias (por ejemplo (Quiroz, 2006)). A modo de
ejemplo y en relacién con la secciéon anterior en la
figura 4 se muestra una bifurcacién de Hopf.

3. Modelo FHN con difusion

Partiendo de las ecuaciones (1-2) se anade el término
de difusién a través de laplaciano (4-5)(en este ca-
so para 1 dimensién). El sistema queda definido al
especificar el dominio en que las ecuaciones estdn de-
finidas, las condiciones de contorno del dominio y las
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Figura 4: Bifurcacién de Hopf producida al incremen-
tar el impulso externo. izquierda) comportamiento os-
cilatorio; derecha) pérdida del régimen oscilatorio al
aumentar 1=0.175

condiciones iniciales. Simplificaremos el problema de
forma drastica al limitar el dominio a un simple in-
tervalo de longitud. Como método de representacién
y simulacion en este estudio discretizamos el sistema,
dividiendo este intervalo de longitud en N-celdas. Se
simula entonces el sistema como un autémata celu-
lar de N-celdas. Quedan por definir las condiciones
de contorno para el autémata, estds pueden fijar los
extremos a un valor o considerarse periddicas. Este
estudio utiliza condiciones de contorno periédicas (el
valor de la celda N+1 es igual al de la celda 1)

%ZDUA’U—I—U(’U—G)(].—U)—U} (3)
dw
o DyAw + (v — bw) (4)

Tras discretizar obtenemos el siguiente conjunto de
ecuaciones:

()

Dif [wirq1] = wit1,r +wi—1,r — 2w;r

(6)

Dif [vi r41] = Vig1,r + Vie1,r — 205~

Reac[viri1] = vir [(viz —a) (1 —vir)] —wir +1

(7)

(8)

Reac [w; 1] = € (Vir41 — bwir41)

Y finalmente para v y w en el siguiente momento

Vir41 = Vir1 + 1o Dif [vi r1] + nReac [vi r11] (9)


http://www.scholarpedia.org/article/FitzHugh-Nagumo_model
http://www.scholarpedia.org/article/FitzHugh-Nagumo_model

Wi rg1 = Wirg1 + T Dif [wirq1] + nReac [wi r41]
(10)

El anterior proceso conduce a las ecuaciones (9-
10) donde los pardmetros D, y D,, han sido reem-
plazados por 7,y 7, y aparece un nuevo parametro 7).
Las ecuaciones (11..13) detallan las relaciones entre
estos parametros.

D, AT
" Ay )
AT = (13)

Por tanto r, y 7, representan la difusion sino en nue-
stro sistema discreto (autémata celular). Esta viene
dada por la razon entre la “longitud de difusiéon” por
unidad de tiempo y el tamano de la celda al cua-
drado. Valores altos de estos pardmetros aumentan
la difusion de la especie correspondiente, también es
importante notar que a partir de un cierto valor nor-
malmente la simulacién se vuelve inestable. Podemos
entender como que la difusién es tan alta que en un
sélo paso de tiempo ya estaria afectando a mas celdas
que la inmediata usada en nuestra aproximacién y por
tanto ese cdlculo eventualmente deja de converger. En
ese caso, es de esperar que otras vecindades maés ex-
tensas (figura 6) serfan necesarias para asegurar la
exactitud y convergencia de los resultados.

Respecto al valor de 7, basicamente representa la es-
cala temporal. Un valor de 1 significa que no “altera-
mos” la escala temporal. En las simulaciones se han
usado valores menores ajustando segin interesara
“acelerar” o “ralentizar” el tiempo para observar el
fenémeno en cuestion. Esto puede observarse en la
figura 5

El modelo puede extenderse a mas dimensiones. Las
ecuaciones 20 lo muestran para el autémata celular
correspondientes a 2 dimensiones considerando una
vecindad de von Neumann con r=1. La derivacién de
estas ecuaciones puede consultarse en el apéndice A.

Wi jorgl = Wit jrTWi—1,7+HW; j1 7 FW; 1, —4w; j -
(14)
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Figura 5: Efecto de annadir el término de difusion y
resultados con diferentes valores de 1. a) Sin difusién
(a = 0.2, b=0.8, £=0.05, r,=0, r,,=0) la perturba-
cién no se propaga a otras celdas. Con difusién (a =

0.2, b=0.8, £=0.05, r,=0.4, 7,=0), b) 7 = 0.5, ¢)
n=0.25,d) 7 =0.125
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Figura 6: Ejemplos de vecindades para autématas ce-
lulares en 2 dimensiones

TTTT TTTT

Vijr+l = Vigljr +Vim1,7 TV j—1,r + 05 j41,r — 40+
(15)

Evolucién del sistema FHN con
difusiéon en 1 dimension

3.1.

Una vez deducidas las ecuaciones celular el codigo pa-
ra la implementacién y simulacién del autémata ce-
lular se escribié en lenguaje Python (Apendice A). Se
estudiara el comportamiento del sistema al introducir
difusién en las distintos regimenes antes detallados.

3.1.1. Caso excitable

Cabe preguntarse en este caso que ocurrirad al intro-
ducir la difusién en el sistema en el caso excitable. Es
facil ver la respuesta observando la figura 7. Se obser-
va como la excitacién provocada por la perturbacion



inicial se va propagando a la celdas adyacentes con-
forme transcurre el tiempo. Dependiendo del valor del
parametro de difusion estd propagacién ocurrird mas
o menos rapidamente. Para valores suficientemente
bajos de r,no llegara a extenderse a todo el rango de
células.

Otro aspecto interesante es el posible efecto de di-
fusién en 7. En la figura 7d se observa como es-
te término produce un efecto de “sincronizacién” en
la excitacion producida. Es de esperar que al contri-
buir aiin més en este caso a propagar la perturbacion
a células vecinas todas se “contagien” relativamente
maés rapido, llevando a la armonizacién de las células
y a que el pulso de excitacién acabe casi al unisono

para todo el rango de celdas.
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Figura 7: Efecto del término de difusién para distintos
valores de 1y y ry. a) (r,=0.025, r,=0), b) (r,=0.1,
rw=0), ¢) (ry=0.2, ry,=0), d) (rv=0.2, rw=0.3)

3.1.2. Difusién en régimen oscilatorio

Es de esperar que el término de difusién propague la
excitacién a otras células, de forma que todas acaben
oscilando. Asimismo, anadir un valor r,distinto de
cero ayudard a sincronizar antes las oscilaciones de
todas las celdas. Efectivamente asi puede observarse
en la figura 8

3.1.3. Difusién en régimen biestable

Como se vio anteriormente en el caso biestable el sis-
tema presenta 2 estados estables. Comprobamos que
si al sistema inicialmente en estado estable se le ap-
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Figura 8: Difusiéon en régimen oscilatiorio. Valo-

res del sistema: (a=-0.2, b=0.5, £=0.05), 10*
iteraciones. Derecha)  (r,=0.2, 7,=0); izquier-
da) (r,=0.2, r,=0.4)

lica una perturbacién estd eventualmente desapare-
cera, volviendo al estado estable original. Es lo que
puede observarse en la figura 9a. Mas interesante es
comprobar como una perturbacién a un medio ine-
stable lleva al sistema a un estado estable que puede
ser justo el que estaba més alejado del estado inici-
al. Eso es justo lo que se ha reproducido en la figura
9c y figura 9d. En ellas observamos como partiendo
del punto de inicio de la linea cyan en figura 9a una
perturbacién (verde) acaba llevando al sistema justo
al punto de equilibrio més alejado y viceversa en 9d
con la linea negra.

a) —

10
08
06
04
02
00
-0

0 75 100 125 150 175 200 L
Celda

06

04

02

00

100 125 150 175 200
# Celda

08
06
04
02
00

00 125 150 175 200
# Celda

40 AY

Figura 9: a) Diagrama de fases del sistema; b) per-
turbacién inestable en un medio estable; ¢) perturba-
ciones en un medio inestable llevan al sistema a un
estado estable que puede estar bastante alejado. Se
han simulado 10* iteraciones



Sistema FHN con difusion en 2
dimensiones

3.2.

Considerados los distintos regimenes del sistema en el
caso unidimensional procede ahora observar su equi-
valente en 2 dimensiones. Para ello el cédigo ha de ser
debidamente modificado para considerar el laplaciano
en 2 dimensiones usando una vecindad de Von Neu-
mann de valor r=1 (5 puntos). Es importante resal-
tar la necesidad de optimizacién del cédigo elimin-
ando bucles para poder realizar las simulaciones en
2 dimensiones. Esto se ha conseguido vectorizando
el algoritmo de célculo. En caso contrario los requeri-
mientos computacionales y de memoria son excesivos.

3.2.1. Caso excitable

Partiendo de un estado estable observamos como un
pequena perturbacion en una agrupacién de celdas en
el centro provoca un gran frente de onda que se pro-
paga por todo el conjunto hasta que todas las celdas
vuelven al estado de reposo como puede observarse
en la figura 10
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Figura 10: Evolucién del sistema en régimen excitable
tras aplicar una perturbacién inicial en las células
centrales

3.2.2. Caso oscilatorio

En el caso oscilatorio la propagacion de la oscilacién
(gracias a la difusién) acaba ocasionando que todas
las celdas oscilen. El fenémemo de “sincronizacion”
al que el sistema finalmente tiende hace dificil en al-
gunos casos capturar las ondas en un grafico de con-
torno. La figura 11 nos muestra este comportamiento.
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Figura 11: Evolucién del sistema en régimen oscilato-
rio tras aplicar una pequena perturbacién inicial en
las celdas centrales

4. Inestabilidad de Turing en el

sistema FHIN

La introduccién de una segunda dimensién permite
la formacién de patrones mucho mas ricos. Uno de
los mas significativos consiste en la llamada inestabi-
lidad de Turing. En un sistema inicialmente estable la
introduccién de un término de difusién produce una
inestabilidad que lleva con el tiempo a la formacién
de patrones estables. Las condiciones para que se de
esta inestabilidad son 4 y vienen dadas por las ecua-
ciones (5-8) donde los pardmetros a corresponden a
los valores de la matriz lagrangiana y Dy y Dy a los
coeficientes de difusién de v y w respectivamente.



a11 + a2 <o (16)
a11a22 — Q12021 > 0 (17)

D, a22

— > == 18

D, a1 (18)

Diass + Deary > 2y/D1Ds (a11a20 — ajaaz) (19)

Se buscaron valores de los pardmetros que satisfagan
estas condiciones. El proceso empieza por calcular la
matriz lagrangiana (18) para una linealizacién y eva-
luarla en el punto estable (0,0). Necesitamos que los
elementos en la diagonal y antidiagonal sean de signo
contrario. Puesto que b>0, a debe ser menor que ce-
ro. Esto quiere decir que v serd el catalizador pues
a11>0y w serd el inhibidor pues ass <0.

—a -1

A= ( € —ab)
Aumentando sucesivamente valores de b y calculando
el posible rango de valores de a que satisfacen a un
mismo tiempo las ecuaciones (14), (15) y a continu-
acion considerando los coeficientes de difusién y las
condiciones (16) y (17) se encuentra que una posible
configuracion del sistema que satisface las condicio-
nes para la inestabilidad de Turing es (a=-0.29, b=3,
ry=0.015, ry,=0.09). Estos valores permiten aumen-
tar b hasta b=3.55 atn satisfaciendo las condiciones
anteriores. Esto tiene su importancia porque se tra-
duce en diferentes patrones generados. En (Bulent,
2014) se menciona como la tipologfa del patron de-
pende del nimero de minimos globales del funcional
de energia de Lyapunov. Observamos ademds que una
pequena variacién de los pardmetros puede conducir
a 2 tipologias de patrones muy diferentes.

(20)

5. Patrones inestables

Ha sido posible también reproducir patrones inesta-
bles en espirales usando condiciones oscilatorias del
sistema. En (Michael Cross, 2009) pueden encontrar-
se detalles y condiciones para reproducir estos patro-
nes.
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Figura 12: Patrones de Turing encontrados al usar los
valores de pardmetros calculados en el texto. Arriba:
patrén moteado obtenido con b=3.55. Abajo: patrén
laberintico obtenido con b=3

6. Conclusiones

En este trabajo se han explorado algunas de las ca-
racteristicas méds importantes del modelo FHN. Se
han caracterizado sus posibles estados como princi-
palmente tres. A saber, excitable, oscilatorio y bie-
stable. El comportamiento y la evolucién temporal a
un perturbacién inicial han sido estudiados para cada
unos de estos regimenes. Desde el primer momento se
observa la abundancia de comportamientos interesan-
tes como bifurcaciones silla-nodo, de Hopf, etc.. Es
demostrativo de la riqueza de los sistemas no lineales
como un sistema de 2 sencillas ecuaciones puede dar
lugar a un abanico tan amplio de posibilidades.

Se pasé a continuacién al estudio de los sistemas de
reaccién-difusién annadiendo un término de difusién.
Empezando con el estudio en una dimensién, se ha
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Figura 13: Patrones inestables reproducidos usan-
do condiciones oscilatorias y difusiéon para ambos
parametros. De arriba a abajo: 630, 4000 y 20000
iteraciones. A partir de ahi se observa como el tipo
de patrones se mantiene.

ampliado a 2 dimensiones, donde se pueden observar
fenémenos como frentes de onda propagandose, etc..
Finalmente, hemos reproducido patrones de Turing y

patrones espirales inestables.

Queda para el futuro un estudio més exhaustivo de
las posibles bifurcaciones. De igual modo, atin cuando
la vectorizacién del cédigo permitié la simulacion en
2 dimensiones para un futuro estudio la implementa-
cién de un autémata celular discreto permitiria redu-
cir significativamente los tiempos de simulacion, posi-
bilitando el estudio mas en profundidad de fenémenos
como la inestabilidad de Turing y especialmente los
patrones en espiral en el sistema en desequilibrio.
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