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Abstract

Las ecuaciones cinéticas fraccionales de difusión, difusión-advección y de tipo Fokker-Planck se presentan como un enfoque

útil para la descripción de la dinámica de transporte en sistemas complejos que se rigen por patrones de relajación anormales y

de difusión no exponencial (no Gaussiana). Estas ecuaciones fraccionales se derivan asintóticamente de los modelos básicos de

caminatas aleatorias y de una ecuación maestra generalizada. Se discuten varias consecuencias f́ısicas que son relevantes para

los procesos dinámicos en sistemas complejos, se introducen métodos de solución y para algunos casos especiales se calculan

soluciones exactas. Este informe demuestra que las ecuaciones fraccionales han alcanzado su edad adulta como una herramienta

complementaria en la descripción de procesos de transporte anómalos.

LA GUÍA DE LA CAMINATA ALEATORIA SOBRE LA DIFU-

SIÓN ANÓMALA: UN ENFOQUE DE LA DINÁMICA FRAC-
CIONAL

Prólogo: el alcance, y por qué molestarse en absoluto

¿Qué pueden hacer las ecuaciones fraccionales, qué pueden hacer mejor y por qué debeŕıan importarnos?

Antes de empezar con la Introducción, se abordan algunos temas que pueden interesar a muchas personas
que no están familiarizados con el cálculo fraccional.

La universalidad: La estructura detallada del propagador W (r, t), es decir, la función de densidad de
probabilidad (pdf) para la condición inicial limt→0+ W (r, t) = δ(r), depende, en general, de la especial
forma de la geometŕıa subyacente. Sin embargo, la parte interesante del propagador tiene el comportamiento
asintótico logW (r, t) ∼ cξu donde ξ ≡ r/tα/2 � 1, que se espera que sea universal. Aqúı, u = 1/(1 − α/2)
con α como el exponente de difusión anómalo. Las ecuaciones fraccionales que consideramos a continuación
son universales en este aspecto, ya que no consideramos ninguna forma de trastorno inactivado. Nuestros
resultados para la difusión anómala son equivalentes a los hallazgos de modelos de caminatas aleatorias en
un soporte isotrópico y homogéneo.

La no-universalidad: En contraste con la definición gaussiana, la difusión fraccional no es universal en
el sentido de que involucra un parámetro α, que es el orden de la derivada fraccional. Obviamente, la
naturaleza a menudo viola la universalidad gaussiana reflejada en resultados experimentales que no siguen
las predicciones gaussianas. Las ecuaciones de difusión fraccional explican las caracteŕısticas anómalas t́ıpicas
que se observan en muchos sistemas.

La ventaja de los modelos de caminata aleatoria: Dentro del enfoque fraccional es posible incluir
campos externos de manera directa. También es posible considerar el transporte en el espacio de fase abarcado
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por ambas coordenadas de posición y velocidad dentro del mismo enfoque. Además, el cálculo de los problemas
de valor de frontera es análogo al procedimiento de las ecuaciones estándar correspondientes.

La comparación con otros enfoques: El enfoque fraccional es en cierto sentido equivalente al enfoque de
la ecuación maestra generalizada. La ventaja del modelo fraccional nuevamente reside en la manera directa
de incluir términos de fuerza externa y de calcular problemas de valor de frontera. A la inversa, las ecuaciones
de Langevin generalizadas conducen a una descripción diferente, ya que corresponden a las ecuaciones de
Fokker- Planck que son locales en el tiempo y que contienen coeficientes dependientes del tiempo. En la
mayoŕıa de los casos de transporte browniano, la ecuación determinista de Fokker-Planck se emplea para
la descripción de la dinámica estocástica de los campos externos. En analoǵıa, promovemos el uso de la
ecuación fraccional de Fokker-Planck para situaciones donde la difusión anómala subyace en el sistema.

La ventaja matemática: Un tema muy conveniente es que las técnicas estándar para resolver ecuacio-
nes diferenciales parciales o para calcular momentos de transporte relacionados también se aplican a las
ecuaciones fraccionales.

La relación entre la solución fraccional y su contraparte browniana: Existe una transformación que
mapea la solución browniana en la solución fraccional correspondiente, una relación interesante que es útil
para el análisis anaĺıtico y numérico.

Es un enfoque simple: La aparición de ecuaciones fraccionales es muy atractiva debido a su proximidad
a las ecuaciones estándar análogas. Recientemente se ha demostrado que la ecuación fraccional de Fokker-
Planck se puede derivar de una ecuación de Langevin con ruido blanco gaussiano para sistemas donde se
produce la captura. Esto ofrece una idea de los mecanismos f́ısicos que conducen a la cinética fraccional.

Las ecuaciones cinéticas fraccionales no son solo otra forma de presentar historias antiguas. Creemos que son
un marco poderoso que es útil para muchos sistemas. Al relacionar nuestro trabajo y el de otros en ese campo
y ponerlo en un contexto más general, el presente informe puede ser la base para algunas investigaciones
activas sobre dinámicas complejas utilizando una herramienta tan antigua y nueva como el cálculo clásico.

¿Cuál es el alcance de este informe?

Presentamos un informe sobre la teoŕıa del transporte anómalo: La difusión anómala es un campo
involucrado con sutilezas intrigantes. En consecuencia, los parámetros y los exponentes pueden cambiar en
el transcurso del tiempo y/o espacio o cuando se activa o desactiva una fuerza externa, etc. Es decir, es de
nuestro interés conocer y entender el exponente de difusión anómalo dado.

El foco está en la subdifusión: El cuerpo principal del texto se ocupa de los procesos de transporte que, en
el ĺımite de fuerza-libre, son más lentos que la difusión browniana. Estos procesos son llamados subdifusivos
o dispersivos que tienen lugar en un campo de fuerza externo y cuyo ĺımite de fuerza-libre corresponde a la
subdifusión. Ocasionalmente, tales procesos se denominan fraccionales.

Se debe tener cuidado con los vuelos de Lévy: Los vuelos de Lévy no poseen un desplazamiento
cuadrado medio finito. Su importancia f́ısica, por lo tanto, ha sido cuestionada ya que las part́ıculas con
una masa finita no deben ejecutar saltos largos instantáneamente. Los consideramos en cierta medida a
continuación, ya que hay casos especiales cuya descripción en términos de vuelos de Lévy corresponde a
principios f́ısicos.

Caminata de Lévy La forma correcta de considerar los sistemas que cuentan con distribuciones de longitud
de salto de tipo Levy es introducir una velocidad finita para la part́ıcula de prueba, un modelo denominado
caminata de lévy. Un primer paso hacia una formulación de dinámica fraccional se ha presentado reciente-
mente.

El cálculo del orden entero de Newton se ha utilizado en el modelado f́ısico. La profećıa del rival de Newton,
Leibniz, ya hab́ıa afirmado en 1695: ”Por lo tanto, se deduce que d1/2x será igual a s

√
dx : x, una para-
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doja aparente, de la que se extraerán consecuencias útiles algún d́ıa”, creemos que la siguiente explicación
representa un respuesta afirmativa a esta primera afirmación de Leibniz hacia el cálculo fraccional.

Introducción

Dinámica anómala en sistemas complejos

Los sistemas complejos y la investigación de sus propiedades estructurales y dinámicas se han establecido en
la agenda de la f́ısica. Estas ëstructuras con variaciones”[1] se caracterizan por:

(i) una gran diversidad de unidades elementales,

(ii) fuertes interacciones entre las unidades, o

(iii) una evolución anómala o no predecible en el transcurso del tiempo [2]; [3].

Los sistemas complejos y su estudio juegan un rol dominante en las ciencias exactas y de la vida, abarcando
una riqueza de sistemas tales como vidrios, cristales ĺıquidos, poĺımeros, protéınas, biopoĺımeros, organismos
o incluso ecosistemas. En general, la evolución temporal de y dentro de, tales sistemas se desv́ıan de las
leyes estándar correspondientes [2]; [4]. Con el desarrollo de resoluciones experimentales más altas, o la
combinación de diferentes técnicas experimentales, estas desviaciones se han hecho más prominentes, ya que
las ventanas de datos más grandes accesibles son más concluyentes. Por lo tanto, la relajación en sistemas
complejos se desv́ıa del patrón exponencial clásico de Debye [5]; [6]; [7]; [8]; [9]; [10]

Φ(t) = Φ0 exp(−t/τ), (1)

y a menudo se puede describir en términos de una ley exponencial estirada de Kohlrausch-Williams-Watts
[11]; [12]; [13]; [14]; [15]

Φ(t) = Φ0 exp(−(t/τ)α), (2)

para 0 < α < 1 o por una ley de potencia asintótica [9]; [13]; [14]; [16]; [17]; [18]; [19]

Φ(t) = Φ0(1 + t/τ)−n), (3)

con n > 0. También es posible observar transiciones desde el patrón exponencial estirado (2) al comporta-
miento de ley de potencia (3) [20]; [21]; [22].

De manera similar, los procesos de difusión en varios sistemas complejos generalmente ya no siguen las
estad́ısticas de Gauss, y por lo tanto, la segunda ley de Fick no describe el comportamiento del transporte
relacionado. Especialmente, se observan desviaciones de la dependencia del tiempo lineal del desplazamiento
cuadrático medio

〈x2(t)〉 ∼ K1t (4)

que es caracteŕıstico del movimiento browniano y, como tal, consecuencia directa del teorema del ĺımite central
y la naturaleza markoviana del proceso estocástico subyacente [23],[24]. En cambio, la difusión anómala
se encuentra en una amplia diversidad de sistemas, siendo su sello distintivo el crecimiento no lineal del
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desplazamiento cuadrático medio en el transcurso del tiempo. En este informe, nos concentramos en el
patrón de ley de potencia

〈x2(t)〉 ∼ Kαt
α (5)

que es ubicuo para un número diverso de sistemas [14],[25]-[26]. Existe una variedad de otros patrones, como
la dependencia del tiempo logaŕıtmico, que no tratamos aqúı. El comportamiento anómalo de difusión que
se manifiesta en la ec. (5) está ı́ntimamente relacionado con la ruptura del teorema del ĺımite central que es
causado por distribuciones amplias o correlaciones de largo alcance. En cambio, la difusión anómala se basa
en la validez del teorema del ĺımite central generalizado de Lévy-Gnedenko para situaciones en las que no
existen todos los momentos de los eventos de transporte elementales subyacentes [25],[27]; [28]; [29]; [30]. 1.
Por lo tanto, las distribuciones espaciales amplias de saltos o tiempos de espera conducen a propagadores
no gaussianos y posiblemente a una evolución temporal no markoviana del sistema, siendo esta última una
manifestación t́ıpica de fenómenos temporales no locales encontrados en una amplia gama de sistemas [1,3,
4,59-63]. Tenga en cuenta que el coeficiente de difusión generalizado Kα en la ecuación (5) tiene la dimensión
[Kα] = cm2s−α. De acuerdo con el valor del exponente anómalo de difusión, definido en la ecuación (5), se
pueden distinguir varios dominios de transporte anómalo, como se muestra en la Fig.1. En lo que sigue, el
énfasis principal se pondrá en la descripción de los fenómenos subdifusivos, que corresponden a 0 < α < 1.

Figure 1: This is a caption

Observaciones históricas

La formulación estocástica de los fenómenos de transporte en términos de un proceso de paseo aleatorio 2, aśı
como la descripción a través de la ecuación de difusión determinista 3, son los dos conceptos fundamentales
en la teoŕıa de la difusión normal y anómala. De hecho, la historia de esta descripción dual basada en un
movimiento errático y en una ecuación diferencial para la función de densidad de probabilidad es bastante
interesante y vale mucho una breve digresión. Aśı, el f́ısico holandés Jan Ingenhousz 4 observó un pequeño
parpadeo de part́ıculas de polvo de carbón en la superficie del alcohol en 1785. En 1827, el botánico escocés
Robert Brown [67] observó un movimiento irregular similar de grano de polen pequeño bajo un microscopio.5

1En realidad, la noción de momentos divergentes se remonta a la formulación de St Petersburg paradoxa por Nicolaas
Bernoulli y su análisis por Daniel Bernoulli en 1724 [38,49]

2El concepto de caminata aleatoria fue introducido formalmente por Karl Pearson en 1905 [65].
3Utilizamos la palabra determinista para distinguir la ecuación diferencial parcial para la función de densidad de probabilidad

W (x, t) de una ecuación diferencial estocástica como la ecuación de Langevin [37,64], comparar, por ejemplo, Risken [36].
4Más tarde, el practicante personal de la emperatriz austriaca Maria Theresia, también descubrió el proceso de respiración

de las plantas.
5También reconoció la importancia del núcleo celular.

4



Aproximadamente al mismo tiempo, en 1822, Joseph Fourier ideó la ecuación de conducción de calor, sobre
la base de la cual A. Fick estableció la ecuación de difusión en 1855 [68].6 Posteriormente, los experimentos
detallados de Gouy demostraron la cinética. explicación teórica dada por C. Weiner en 1863. Después de
intentos de encontrar una base estocástica como el modelo de colisión de von NaK geli y John William
Strutt, los resultados de Lord Rayleigh, fue Albert Einstein quien, en 1905, unió los dos enfoques en sus
tratados sobre la moción browniana, un nombre acuñado por Einstein aunque, según se informa, no tuvo
acceso al trabajo original de Brown. Se tiene en cuenta que el matemático francés Louis Bachelier presentó
una descripción similar de la divergencia en su edición de 1900, la Tesis [69], en términos de valores de stock
en lugar de cantidades f́ısicas [38,70]. Una aplicación importante de los resultados de Einstein fue la medición
independiente del número 7 de Avogadro por Jean Baptiste Perrin, A. Westgren y Eugen Kappler [26,28,71-
74], con una precisión bastante alta. Algunos resultados de Perrin se muestran en la Fig. 2 y son parte del
trabajo que le valió el Premio Nobel en 1926. El paseo aleatorio que se puede observar experimentalmente,
representa por lo tanto un v́ınculo entre la dinámica microscópica de átomos pequeños que bombardean
una part́ıcula más grande en suspensión, y observables macroscópicos como el coeficiente de difusión, o el
número de Avogadro. En la Fig. 3, se reproducen los datos obtenidos por Kappler con su configuración de alta
precisión utilizando un método de detección óptica 8. Las ideas de Einstein también prepararon el escenario
para el tratamiento de Langevin [37,64] del movimiento browniano con el supuesto de una fuerza errática
externa, y las teoŕıas de Fokker-Planck [78,79], Smoluchowski9 y Klein-Kramers [81,82] que culminaron en
los tratados de Ornstein y Uhlenbeck, Chandrasekhar y otros, y más tarde en las obras de Elliott Montroll,
y colaboradores [24,83-86]. El tratamiento matemático del movimiento browniano se debe principalmente
a Norbert Wiener, quien demostró que la trayectoria de una part́ıcula browniana es (casi) en todas partes
continua pero en ninguna parte diferenciable [87]. Esta observación se relaciona con la naturaleza propia del
proceso de difusión cuya trayectoria espacial resultante es auto-similar10 [27,38,88-93]. Otras contribuciones
matemáticas importantes se atribuyen a J. L. Doob, Mark Kac, W. Feller y otros.

Difusión anómala: experimentos y modelos

Se ha conocido una separación anómala desde el tratado de Richardson sobre la difusión turbulenta en 1926
[94]. Dentro de la teoŕıa del transporte se ha estudiado desde finales de los años sesenta, en particular,
su investigación teórica fue instigada por Scher y Montroll en su descripción del transporte dispersivo en
semiconductores amorfos, un sistema en el que los métodos tradicionales probaron fallar. Las predicciones
de su enfoque de caminata aleatoria en tiempo continuo eran muy distintas de su contraparte browniana
y se demostró que proporcionaban explicaciones para una variedad de cantidades f́ısicas y fenómenos en
numerosas realizaciones experimentales [31]; [32]; [33]; [34]; [35]; [36]; [37]; [38]; [39]; [40]; [41]. También se
deben importantes contribuciones a Weiss [24] y Shlesinger [42]. Además de la descripción de la caminata
aleatoria, se desarrollaron generalizaciones de la ecuación de difusión que dan cuenta de las estad́ısticas de
transporte anómalo. Hoy en d́ıa, la lista de sistemas que muestran un comportamiento dinámico anómalo es
bastante extensa [14,40-55,101,102] y aloja, entre otros, los siguientes sistemas en el régimen subdifusivo:

6En el contexto histórico, tenga en cuenta que la teoŕıa de la formulación continua de dinámica de fluidos ya se hab́ıa
desarrollado completamente en ese momento. Aśı, algunos de sus hitos se remontan al siglo XVIII y la primera mitad del siglo
XIX, como la ecuación de Bernoulli (1738); la ecuación de Euler (1755); el uso de Navier (1827) como modelo fenomenológico
y la derivación de Stokes (1845) de la ecuación de Navier Stokes. La teoŕıa dinámica de los gases de Maxwell se remonta a 1867
y la ecuación de transporte de Boltzmann se publicó en 1872 para la descripción de los procesos de colisión. Esta última es la
base del enfoque de caminata aleatoria

7Históricamente, a menudo se lo conoce como el número de Loschmidt [28].
8se proporciona una explicación detallada en el t́ıtulo de la figura
9La ecuación de Fokker-Planck univariada que se discute aqúı a menudo se denomina ecuación de Smoluchowski [80].

10“Le processus stochastique, que nous appellerons mouvement brownien lineHaire, est une scheHmatisation, qui repreHsente
bien les proprieHteHs du mouvement brownien reHel observable a une eHchelle assez petite, mais non infinité petite, et qui
suposé que nos contamos por ejemplo importe aquelle eHchellea”. (Paul Lévy [27]) [El proceso estocástico que llamaremos
movimiento browniano lineal es una representación esquemática que describe bien las propiedades del movimiento browniano
real, observable de manera suficientemente pequeña, pero no en”nitidez”, e.d, a pequeña escala, y que asume que las mismas
propiedades existen en cualquier escala.]
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Figure 2: Trayectorias de caminatas aleatorias gravadas por Perrin. Parte izquierda: tres diseños obtenidos al
trazar un pequeño grano de masilla (masilla, utilizada para barniz) a intervalos de 30 s. Uno de los patrones
contiene 50 puntos individuales. Parte derecha: el punto de inicio de cada evento de movimiento se desplaza
al origen. La figura ilustra el pdf de la distancia recorrida $r$ para estar en el intervalo $(r, r +dr)$, según
$(2\pi\xiˆ2) ˆ{-1}\exp (-rˆ2 / [2\xiˆ2]) 2\pi r dr$, en dos dimensiones, con la varianza de longitud $\xiˆ2$.
Estas figuras forman parte de la medida de Perrin, Dabrowski y Chaudesaigues que llevan a la determinación
del número de Avogadro. El resultado dado por Perrin es $70.5x10ˆ22$. El notable trabajo de Perrin en
donde analiza todas las posibilidades de obtener el número de Avogadro conocido en ese momento. Con
respecto a las trayectorias que se muestran en la parte izquierda de esta figura, Perrin hace una declaración
interesante: [Si, en verdad, uno tomara la posición de segundo a segundo, cada uno de estos segmentos
rectiĺıneos se reemplazaŕıa por un contorno poligonal de 30 bordes, cada uno de los cuales tan complicado
como el diseño reproducido, y aśı sucesivamente.] Esto ya anticipa el conocimiento de Lévy de la naturaleza
similar a śı mismo, vea la nota 9, aśı como del reconocimiento de no diferenciación por N. Wiener.

transporte de portadores de carga en semiconductores amorfos [31]; [32]; [33]; [34]; [35]; [36]; [37]; [38];
[39]; [40]; [41][43]; [44]; [45], difusometŕıa de resonancia magnética nuclear (RMN) en percolativo [105,106] y
sistemas porosos [107,108], dinámica de reptación en sistemas poliméricos [109-115], transporte en geometŕıas
fractales [46]; [47], la difusión de un marcador escalar en una serie de rodillos de convección [118,119], o la
dinámica de un cordón en una red polimérica [120,121]. Las estad́ısticas de superdifusión o Levy se observan
en dominios especiales de flujos rotativos [122], en difusión de deslizamiento colectivo en superficies sólidas
[123], en campos de velocidad en capas [124,125], en difusión turbulenta de Richardson [94,126-129], en
intercambio de superficie a granel dinámica controlada en vidrios porosos [130-132], en el transporte en
sistemas micelares y en rocas heterogéneas [133-135], en óptica cuántica [136,137], espectroscopia de molécula
única [138,139], en el transporte en plasma turbulento [140] , movimiento bacteriano [141-145] e incluso para
el vuelo de un albatros [146].
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Figure 3: Fig. 3. Comportamiento erróneo del movimiento browniano visible en una medición de alta pre-
cisión. Datos de un registrador Edelmann, obtenidos por Kappler en 1931 [74]. Siguiendo los cálculos de
Smoluchowski [75] y las primeras mediciones de Gerlach y Lehrer [76,77], Kappler supervisó el movimiento
browniano de un espejo pequeño (superficie de aprox. 1 mm2), suspendido de un hilo de cuarzo ne (varios cm
de largo y algunas µm). El cuadrado medio del desplazamiento torsional ϕ2, sigue la relación ϕ2 = kBT ,
donde D es la fuerza direccional de la suspensión [74]. Los facśımiles muestran cuatro realizaciones diferentes.
A partir de sus datos, Kappler obtuvo el número de Avogadro Loschmidt NL = 60.59× 1022 ± 1%, con una
precisión notable.

La difusión anómala en presencia o ausencia de una velocidad externa o campo de fuerza se ha modelado de
numerosas maneras, incluyendo (i) movimiento browniano fraccional que se remonta a Benomit Mandelbrot
[89-93,147], (ii) ecuaciones de difusión generalizadas [148], ( iii) modelos de caminata aleatoria de tiempo
continuo [52,95-99,101,102,149-155], (iv) ecuaciones de Langevin [156-160], (v) ecuaciones de Langevin ge-
neralizadas [62,161-163], (vi) ecuaciones maestras generalizadas [164-167], o (vii) termostática generalizada
[168-172]. Para una difusión anómala, solo los enfoques (iii) y (v) incorporan la memoria del sistema y la
forma especial que se espera para la pdf, de manera consistente. La desventaja de los recorridos aleatorios
de tiempo continuo y de la ecuación maestra generalizada es que no existe una forma directa de incorporar
campos de fuerza, problemas de valores de frontera o considerar la dinámica en el espacio de fase. El enfoque
alternativo a la cinética anómala que vamos a presentar se da en términos de ecuaciones fraccionales que
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parecen estar diseñadas para este tipo de problemas, como la consideración de campos externos y problemas
de valor de frontera. En las obras originales [48]; [49]; [50], se observó que la sustitución de la derivada tem-
poral local en la ecuación de difusión por un operador fraccional da cuenta de los efectos de la memoria que
están conectados con muchos sistemas complejos. Recientemente, una década después de su introducción,
tales ecuaciones cinéticas fraccionales han atráıdo mucho interés. Actualmente se están estudiando y recono-
ciendo ampliamente como herramientas importantes en la descripción de procesos de transporte anómalos,
tanto en ausencia como en presencia de campos externos de velocidad o fuerza. Especialmente en este último
caso, su estructura matemática permite la aplicación de métodos conocidos de solución. En el transcurso de
este desarrollo, se han publicado varios trabajos que tratan de ecuaciones de relajación fraccional y modelos
reológicos fraccionales [20,21,176-182], ecuaciones de difusión fraccional (FDE) [173-175,183-201], ecuacio-
nes de difusión-advección fraccional(FDAE) [202-209], y ecuaciones de Fokker-Planck fraccionales (FFPE)
[158-160,193,202,203,210-221]. De este modo, se han empleado diversas generalizaciones al orden fraccional,
es decir, se han introducido diferentes operadores fraccionales para reemplazar la derivada del tiempo o las
derivadas espaciales que ocurren, o ambas. En los primeros intentos de generalizar la ecuación de difusión
estándar para la descripción de procesos de difusión en geometŕıas fractales de dimensión df, se asumieron los
coeficientes de difusión dependientes del radio. O’Shaugnessy y Procaccia estudiaron la ecuación de difusión
generalizada [51]11

∂W

∂t
= R1−df ∂

∂R
R1−dfK(R)

∂

∂R
W (R, t) (6)

con el coeficiente de difusión dependiente del radio K (R) = K R−Θ, y derivó el propagador correspondiente

W (R, t) = A(Θ, df )(K[2 + θ]2t)−df/(2+Θ) exp

(
− R2+Θ

K(2 + Θ)2t

)
. (7)

Aqúı, Θ = df +σ−2 está conectado al ı́ndice σ de ley de potencia del radio-dependiente, resistencia eléctrica
integrada, R(R) ∼ Rσ de la estructura fractal subyacente cuya densidad de masa se escala como ∝ Rdf−3 en
la incrustación 3-dimensional. El desplazamiento al cuadrado medio para este proceso, dado por la ecuación
(5) con α = 2/(2+Θ), se puede inferir fácilmente. Como Θ es positivo, este resultado implica una subdifusión
[51]. Investigaciones posteriores indicaron que la forma asintótica del propagador en fractales, como la junta
Sierpinki, viene dada por la forma de escalado [52]; [53]

W (R, t) = A(α, β)ξβ exp (−cξu) . (8)

con ξ = R/tα/2, u = 1/(1−α/2) y β es una cantidad dependiente del sistema [224]. Ec. (8) está en desacuerdo
con el resultado anterior, Eq. (7). Para la subdivisión, 0 < α < 1, que prevalece en las estructuras fractales,
u ∈ (0, 2), por lo que la expresión (8) se suele denominar gaussiana estirada. Por el contrario, se demostró que
las ecuaciones de difusión fraccionales para el transporte en estructuras fractales cumpĺıan con las propiedades
básicas, como el propagador (8), la probabilidad de retorno al origen, el desplazamiento cuadrado medio y
la naturaleza no markoviana [183,184,225]. Para los sistemas isotrópicos homogéneos en los que estamos
interesados, se sabe a partir de modelos aleatorios que el propagador se comporta de forma asintótica, como

W (R, t) ∼ b0tγd/2ξβ exp (−b1ξv) . (9)

con ξ = d1/2r/tα/2, v = 1/(1−α/2), β = d(1−α)/(2−α), y b0 y b1 son constantes que dependen de alpha y
dimensión d [238,239]. Dicho comportamiento se reproduce mediante las ecuaciones de difusión fraccionales
que anticipó Balakrishnan [173] y las primeras formuladas por Wyss [174], y Schneider y Wyss [175]. En la

11La R mayúscula se refiere al promedio del radio sobre el soporte fractal que es necesario para obtener la dependencia del
radio suave.
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Sección 3 mostramos que el comportamiento asintótico (9) es consistente con la expansión asintótica de la
solución exacta de la ecuación de difusión fraccional. Las ecuaciones de cinética fraccional, su base y solución
forman la pieza central de este informe. En lo que sigue, presentamos los principios básicos y las propiedades
f́ısicas relacionadas con las ecuaciones cinéticas fraccionales. Mostramos que las ecuaciones fraccionales surgen
naturalmente en el ĺımite de difusión de ciertos esquemas de caminata aleatoria. Al analizar los métodos
de solución y derivar soluciones expĺıcitas, demostramos la utilidad del enfoque fraccional. Al principio,
presentamos los FDE que se basan en el modelo de caminata aleatoria de tiempo continuo en el que los
eventos de transporte están sujetos a estad́ısticas amplias. Posteriormente, se presentan los FDAE y los
FFPE y describen el transporte en un campo de fuerza o fuerza externo. En la sección final, se discute
una derivación f́ısica sobre la base de una ecuación de Langevin con ruido gaussiano blanco que conduce
a una ecuación de Klein-Kramers fraccional. De esta última, el FFPE se recupera constantemente. En los
Apéndices hemos compilado algunas definiciones básicas y relaciones útiles que son de relevancia en el texto
principal. Por lo tanto, le damos una introducción al cálculo fraccional y las funciones especiales que surgen
cuando se trata de ecuaciones diferenciales fraccionales, aśı como una breve introducción a las leyes de Lévy.
Por último, enumeramos las abreviaturas y Notación utilizada. Tenga en cuenta que a lo largo del texto
denotamos las transformadas de Laplace y Fourier de una función al indicar la dependencia expĺıcita de la
variable asociada, por ejemplo W (k, u) = F{L{W (x, t); t→ u};x→ k}.

Las numerosas ilustraciones repartidas a lo largo del texto son para visualizar las diferencias a menudo
sorprendentes en el comportamiento funcional de los casos normales y anómalos, especialmente la persever-
ancia de la condición inicial en el dominio subdisusivo. La discusión en el resto de este informe se limita
al caso unidimensional, con especial énfasis en los fenómenos de subdifusión. Las ecuaciones que describen
la subdifusión presentada en el texto se pueden extender a dimensiones más altas mediante el reemplazo
de las derivadas con respecto a la coordenada de posición por los órdenes correspondientes del operador
∇. Algunas observaciones sobre sistemas de dimensiones superiores están contenidas en la Ref. [215]. Para
aquellas ecuaciones que describen situaciones con longitudes de salto distribuidas Lévy y que, por lo tanto,
contienen un laplaciano generalizado, nos referimos a las definiciones en la Ref. [226] y las discusiones en las
refs. [156-158] para el caso multidimensional.

De las caminatas aleatorias de tiempo continuo a las ecuaciones de
difusión fraccionales

Figure 4: This is a captio

En nuestra búsqueda de establecer la ecuación de división fraccionaria (FDE), tomamos prestadas las ideas
de conectar el enfoque de caminata aleatoria con la descripción continua a través de la ecuación de difusión,
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y comenzamos con el esquema de caminata aleatoria de tiempo continuo. Este último es lo suficientemente
flexible para explicar el rico panel de tiempos de transporte encontrados en sistemas complejos. Después
de establecer el marco fundamental de caminatas aleatorias y recuperar la ecuación de difusión estándar,
pasamos a la discusión del marco de caminatas aleatorias de tiempo continuo y la derivación del FDE. Esta
ecuación se mostrará para permitir una investigación de fenómenos subdifusivos, y los vuelos de Lévy con
las herramientas bien conocidas para tratar la ecuación de difusión estándar.

Revisando el dominio del movimiento browniano

En la Fig. 4 se muestra esquemáticamente una caminata t́ıpica Browniana, como los datos originales de
Perrin, en una red bidimensional. En pasos de tiempo discretos de saltos ∆t, se supone que la part́ıcula de
prueba salta a uno de los sitios vecinos más cercanos, que se muestra aqúı en un cuadrado red con constante
de red ∆x, la dirección es aleatoria. Tal proceso puede ser modelado por la ecuación maestra

Wj(t+ ∆t) =
1

2
Wj−1(t) +

1

2
Wj+1(t) (10)

en el análogo unidimensional, ya que el proceso es local tanto en el espacio como en el tiempo. En la ec.
(10), el ı́ndice denota la posición en la red unidimensional subyacente. Ec. (10) define la pdf para estar en la
posición j en el tiempo t + ∆t en función de la población de los dos sitios adyacentes j ± 1 en el tiempo t.
El prefactor 1/2 expresa la dirección de isotroṕıa de los saltos. En los ĺımites continuos ∆t → 0 y ∆x → 0,
las expansiones de Taylor en ∆t y ∆x cumplen,

Wj(t+ ∆t) = Wj(t) + ∆t
∂Wj

∂t
+ O([∆t]2) (11)

y

Wj±1(t) = W (x, t)±∆x
∂W

∂x
+

(∆x)2

2

∂2W

∂x2
+ O([∆x]3) (12)

conduce a la ecuación de difusión

∂W

∂t
= K1

∂2

∂x2
W (x, t), (13)

al tomar los órdenes más bajos en ∆t y ∆x. Por lo tanto, el ĺımite de continuidad debe trazarse de modo
que el cociente

K1 ≡ lim
∆t→0,∆x→0

(∆x)2

2∆t
(14)

es finito. K1 se denomina la constante de difusión y es de dimensión [K1] = cm2s−1. La ecuación de difusión
(13) es una de las ecuaciones más fundamentales en f́ısica, siendo una consecuencia directa del teorema
del ĺımite central [27,42,58]. Bajo la condición de que los primeros dos momentos de la pdf, describan la
distancia adecuadamente normalizada cubierta en un evento de salto y la varianza, X =

∑
iXi y X2, aśı

como el intervalo de tiempo medio ∆t entre dos eventos de salto individuales, existe, el teorema del ĺımite
central asegura que el proceso de caminata aleatoria se caracteriza por una velocidad media V = X/∆t y un

coeficiente de difusión K = (2∆t)−1[X2 − X2
] [27,42] . Además, para tiempos largos, es decir, un número
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suficientemente grande de pasos, la pdf de estar en una posición determinada x en el tiempo t, se rige por la
ecuación de difusión (13), y está dado por la forma gaussiana

W (x, t) =
1√

4πK1t
exp

(
− x2

4K1t

)
(15)

W (x, t) de la ec. (15) se denomina propagador, es decir, la solución de la ecuación de difusión (13) para
la condición inicial aguda W0(x) ≡ limt→0+ W (x, t) = δ(x). Los modos individuales de la ecuación (13)
decaimiento exponencialmente en el tiempo,

W (x, t) = exp
(
−K1k

2t
)

(16)

con la ecuación transformada de Fourier,

∂W

∂t
= −K1k

2W (x, t), (17)

siendo una ecuación de relajación, para un número de referencia fijo k.

El modelo de caminata aleatoria de tiempo continuo

Para las generalizaciones de transporte anómalo, elegimos el esquema de caminata aleatoria de tiempo
continuo (CTRW) como punto de partida. En paralelo al enfoque dual y complementario en el problema de
la difusión estándar, desarrollaremos una ecuación de difusión generalizada de orden fraccional sobre la base
del CTRW.

Figure 5: Fig. 5. Modelo de caminata aleatoria de tiempo continuo (CTRW). Izquierda: proceso de CTRW
en una red bidimensional, que generaliza la situación browniana de la Fig. 4. Los tiempos de espera están
simbolizados por los ćırculos de espera, el diámetro de cada uno es proporcional al tiempo de espera que se
debe gastar en un sitio determinado antes de que se produce el siguiente evento de salto. Las longitudes de
salto siguen siendo equidistantes. A la derecha: El diagrama (x, t) de un proceso de CTRW unidimensional
en el que tanto las longitudes de salto como los tiempos de espera se extraen de PDF que permiten una
amplia variación de las variables aleatorias correspondientes.
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El modelo CTRW se basa en la idea de que la longitud de un salto dado, aśı como el tiempo de espera que
transcurre entre dos saltos sucesivos, se extraen de una pdf ψ(x, t) que se conocerá como el salto pdf. Desde
ψ(x, t), la longitud de salto pdf

λ(x) =

∫ ∞
0

ψ(x, t) dt (18)

y el tiempo de espera en pdf

w(x) =

∫ ∞
−∞

ψ(x, t) dx (19)

se puede deducir. Por lo tanto, λ(x)dx produce la probabilidad de una longitud de salto en el intervalo
(x, x+ dx) y w(t)dt la probabilidad de un tiempo de espera en el intervalo (t, t+ dt). Si la longitud del salto
y el tiempo de espera son variables aleatorias independientes, se encuentra la forma desacoplada ψ(x, t) =
w(t)λ(x) para el salto pdf ψ(x, t). Si ambos están acoplados, es decir, ψ(x, t) = p(x|t)w(t) o ψ(x, t)p(t|x)λ(x),
un salto de cierta longitud implica un costo de tiempo o , viceversa; es decir, en un lapso de tiempo dado,
el caminante solo puede recorrer una distancia máxima. En lo que sigue, empleamos la versión desacoplada.
En la Fig. 5 se dibuja un esquema del modelo CTRW. Los diferentes tipos de procesos CTRW se pueden
clasificar por el tiempo de espera caracteŕıstico

T =

∫ ∞
0

w(t)t dt (20)

y la varianza de longitud de salto

Σ =

∫ ∞
0

λ(x)x2 dx (21)

siendo finito o divergente, respectivamente. Con estas definiciones, un proceso CTRW se puede describir
mediante una ecuación maestra generalizada apropiada [150,151,164,166,167], a través de un conjunto de
ecuaciones de Langevin [159,160,216,217], o por la ecuación [151]

η(x, t) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

η(x′, t′)ψ(x− x′, t− t′) dt′dx′ + δ(x)δ(t) (22)

que relaciona la pdf η(x, t) de haber llegado a la posición x en el tiempo t, con el evento que acaba de llegar
a x′ en el tiempo t′, η(x′, t′). El segundo sumando en la ec. (22) denota la condición inicial de la caminata
aleatoria, aqúı elegida para ser δ(x). En consecuencia, la pdf W (x, t) de estar en x en el momento t está
dado por

W (x, t) =

∫ t

0

η(x, t′)Ψ(t− t′) dt (23)

es decir, de la llegada a ese sitio en el momento t′, y no haberse movido desde entonces. Este último se está
definiendo por la probabilidad acumulada

Ψ(t) = 1−
∫ t

0

w(t′) dt′ (24)
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asignado a la probabilidad de que no haya ningún evento de salto durante el intervalo de tiempo (0, t). En
el espacio de Fourier-Laplace, la pdf W (x, t) obedece a la relación algebraica [151]

W (k, u) =
1− w(u)

u

W0(k)

1− ψ(k, u)
(25)

donde W0(k) denota la transformada de Fourier de la condición inicial W0(x).

Regresando al movimiento browniano

Considere ahora diferentes casos del modelo CTRW definido a través de la pdf de salto desacoplado ψ(x, t) =
w(t)λ(x). Si tanto el tiempo de espera caracteŕıstico como la variación de la longitud del salto, T y Σ2, son
finitos, el ĺımite a largo plazo corresponde al movimiento browniano. Consideremos, por ejemplo, una pdf
de tiempo de espera de Poisson w(t) = τ−1 exp(−− t/τ) con T = τ , junto con una pdf de longitud de salto
gaussiana λ(x) = (4πσ2)−1/2 exp(−x2/(4σ2)) que lleva a Σ2 = 2σ2. Entonces, las transformadas de Laplace
y Fourier correspondientes son de la forma

w(u) ∼ 1− uτ + O(τ2) (26)

λ(k) ∼ 1− σ2k2 + O(k2) (27)

De hecho, cualquier par de pdf que conduzca a T y Σ2 finitos, conducen al mismo resultado, a órdenes más
bajos y, por lo tanto, en el ĺımite de tiempo largo [151]. Reemplazando las ecs. (26) y (27) en la ec. (25), se
recupera fácilmente, para la condición inicial W0(x) = δ(x), la transformada de espacio de Fourier-Laplace
del propagador,

W (k, u) =
1

u+K1k2
(28)

con K1 ≡ σ2/τ . Las transformadas a posteriori en coordenadas (x, t), esto no es más que el conocido
propagador gaussiano en la ecuación. (15). Después de la multiplicación con el denominador en la ec. (28), y
haciendo uso de los teoremas de la transformada de Fourier para la diferenciación (i.e, F{∂2W (x, t)/∂x2} =
−k2W (k, t)) y la transformada de Laplace (i.e, F{∂W (x, t)/∂t} = uW (x, u) −W0(x)), la segunda ley de
Fick (13) se obtiene de inmediato. Tenga en cuenta que la noción de tiempo largo, equivalente al ĺımite de
difusión, solo es relativa con respecto a la escala de tiempo τ . En el espacio de Fourier-Laplace, el ĺımite de
difusión se da a través del supuesto de (k, u)→ (0, 0) [150,223,227,228].

Descanso largo: una ecuación fraccional de difusión que describe la subdifusión

Considere la siguiente situación, que a veces se denomina caminata aleatoria de tiempo fractal [43][101],
donde el tiempo de espera caracteŕıstico T diverge, pero la variación de la longitud de salto Σ2 aún se
mantiene finita. Con este fin, una pdf de tiempo de espera de cola larga con el comportamiento asintótico
[83-85]

w(t) ∼ Aα(τ/t)1+α, (29)

13



Para 0 < α < 1, el cual tiene las correspondientes aśıntotas del espacio de Laplace [83-85,151,229-230]12

w(t) ∼ 1− (uτ)α. (30)

De nuevo, la forma espećıfica de w(t) es de menor importancia. En consecuencia, junto con la pdf de longitud
de salto gaussiano caracterizado a través de la ec (27), la pdf en el espacio de Fourier-Laplace se convierte
en

W (k, u) =
[W0(k)/u]

1 +Kαu−αk2
(31)

en el ĺımite de difusión (k, u) → (0, 0). Empleando la regla de integración para integrales fraccionales [54];
[55]; [56]; [57]; [58][226,232],

L{0D−pt W (x, t)} = u−pW (x, u), p ≥ 0, (32)

de donde se infiere la ecuación integral fraccional

W (x, t)−W0(x) = 0D
−α
t Kα

∂2

∂x2
W (x, t) (33)

De la relación (31). Por aplicación del operador diferencial ∂/∂t, se llega finalmente a la FDE

∂W

∂t
= 0D

1−α
t Kα

∂2

∂x2
W (x, t). (34)

El operador Riemann-Liouville 0D
1−α
t = (∂/∂t)0D

−α
t , para 0 < α < 1, se define a través de la relación

[226,232-235]

0D
1−α
t W (x, t) =

1

Γ(α)

∂

∂t

∫ t

0

W (x, t′)

(t− t′)1−α dt
′ (35)

Su propiedad fundamental es la diferenciación de orden fraccional de una potencia.

0D
1−α
t tp =

Γ(1 + p)

Γ(α+ p)
tp+α−1. (36)

De hecho, se puede escribir la relación más general

0D
q
t t
p =

Γ(1 + p)

Γ(1 + p− q)
tp−q (37)

para cualquier real q. Especialmente, la diferenciación fraccional de Riemann-Liouville de una constante se
convierte en

0D
q
t 1 =

1

Γ(1− q)
t−q. (38)

12Tenga en cuenta que ψ(u = 0), es decir, limu→0

∫∞
0 e−utψ(t)dt no es más que la normalización de la pdf tiempo de espera,

es decir, ψ(u = 0) = 1.
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Los casos especiales de diferenciación de orden entero de una constante, dn1/dtn = 0, se incluyen a través de
los polos de la función Gamma para q = 1, 2, .... En el Apéndice A se ofrece una introducción más detallada
de la diferenciación fraccional.

Por lo tanto, la naturaleza integradora del operador fraccional de Riemann-Liouville 0D
1−α
t de acuerdo con la

ec. (35), con el núcleo integral M(t) ∝ tα−1, garantiza la naturaleza no markoviana del proceso subdiffusivo
definido por el FDE (34). De hecho, al calcular el desplazamiento cuadrático medio de la relación (31) a
través de relación 〈x2〉 = limk→0{(−d2/dk2)W (k, u)} y posterior inversión de Laplace, el resultado

〈x2〉 =
2Kα

Γ(1 + α)
tα (39)

es obtenido. Alternativamente, se puede inferir de la FDE (34) mediante la integración sobre
∫∞
−∞ x2dx, lo

que lleva a (d/dt)〈x2〉 = 0D
1−α
t 2Kα = 2Kαt

α−1/Γ(α). Reescribiendo la FDE (34) en la forma equivalente

0D
α
t W −

t−α

Γ(1− α)
W0(x) = Kα

∂2

∂x2
W (x, t), (40)

el valor inicial W0(x) se ve decáıdo con la forma de ley de potencia inversa (t−α/Γ(1 − α))W0(x), y no es
exponencialmente rápido como para la difusión estándar [215]. Tenga en cuenta que en el ĺımite α → 1, la
FDE (34) se reduce a la segunda ley de Fick, como debeŕıa. La constante de difusión generalizada Kα que
aparece en el FDE (34), está definida por

Kα ≡ σ2/τα (41)

en términos de las escalas σ y τ , que llevan a la dimensión [Kα] = cm2s−α. El FDE (34) se consideró primero
en la forma integral (33) por Schneider y Wyss [175]. Se consideró una forma equivalente por Balakrishnan
[173], y una forma diferencial por Wyss [174].

Se puede encontrar una solución de forma cerrada para la FDE (34) en términos de funciones de Fox, y el
resultado es

W (x, t) =
1√

4πKαtα
H2,0

1,2

[
x2

4Kαtα

∣∣∣∣ (1− α/2, α)
(0, 1), ( 1

2 , 1)

]
(42)

Introducciendo a la función Fox H2,0
1,2 . La función de Fox se define en el Apéndice. Tenga en cuenta que el

resultado (42) se puede reescribir en la forma alternativa

W (x, t) =
1√

4Kαtα
H1,0

1,1

[
|x|√
Kαtα

∣∣∣∣ (1− α/2, α/2)
(0, 1)

]
(43)

empleando la definición de la función de Fox y la regla de duplicación de la función Gamma [236].

Debido a la aparición de potencias no enteras de la variable de Laplace u en la expresión para W (k, u),
en la ec. (31), no se presenta una inversión directa de Laplace. Existen tres métodos básicos para calcular
la inversión: (i) Primero aplicada por Wyss [174], y Schneider y Wyss [175], la técnica de Mellin puede
superar este problema por el camino indirecto a través del espacio de Mellin. De este modo, la integral de
trayectoria que define la inversión de Mellin tiene una estructura similar a la definición de las funciones de
Fox, la ec. (B.8), para que el resultado pueda inferirse directamente de su transformada de Mellin. (ii) Uno
puede identificar la expresión para W (k, u), Eq. (31), con su función de Fox correspondiente, y luego use las
reglas existentes para que las funciones de Fox calculen las inversiones de Laplace y de Fourier, consulte Refs.
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[180.237]. El resultado es nuevamente una función de Fox, que puede simplificarse mediante reglas estándar,
para obtener los resultados anteriores. (iii) Se puede primero invertir Fourier sobre W (k, u), para obtener

W (x, u) =
1

2
uα/2−1 exp

(
−|x|uα/2

)
, (44)

expanda la función exponencial en su serie de Taylor, e invierta término por término, usando la regla (37). El
resultado final es una serie de potencias, que puede mostrarse como idéntica a la expresión (43) [215]. Sin la
identificación como una función de Fox, la serie obtenida no presenta ninguna información directa sobre los
asintóticos exponenciales estirados (45) derivados a continuación de las propiedades estándar de la función
de Fox. Empleando algunos teoremas estándar de la función de Fox, se puede derivar el comportamiento
gaussiano asintótico extendido

W (x, t) ∼ 1√
4πKαtα

√
1

2− α

(
2

α

)(1−α)/(2−α)( |x|√
Kαtα

)−(1−α)/(2−α)

(45)

× exp

(
−2− α

2

(α
2

)α/(2−α)
(
|x|√
Kαtα

)1/(1−α/2)
)

(46)

Figure 6: This is a caption

válido |x| �
√
Kαtα. La forma funcional del resultado (45) es equivalente a los hallazgos de CTRW infor-

mados por Zumofen y Klafter [238,239], ver Eq. (9). Además, W (x, t) se puede representar a través de la
expansión de la serie

W (x, t) =
1√

4Kαtalpha

∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ(1− α[n+ 1]/2)

(
x2

Kαtα

)n/2
(47)

en forma computable. Si α es un número racional, la función de Fox en las ecuaciones (42) y (43) se pueden
simplificar. Por lo tanto, para un α = 1/2, se puede reescribir en términos de la G-función de Meijer
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W (x, t) =
1√

2π2K1/2t1/2
H2,0

0,2

[
x2

8K1/2t1/2

∣∣∣∣ −−−−−−−−−−(0, 1), ( 1
4 ,

1
2 )

]
(48)

=
1√

8π3K1/2t1/2
H3,0

0,3

[(
x2

116K1/2t1/2

)2 ∣∣∣∣ −−−−−−−−−−(0, 1), ( 1
4 , 1)( 1

2 , 1)

]
(49)

=
1√

8π3K1/2t1/2
G3,0

0,3

[(
x2

116K1/2t1/2

)2 ∣∣∣∣ −−−−−−−−−−0, 1
4 ,

1
2

]
(50)

utilizando dos veces la fórmula de duplicación de la función Gamma [236] en la integral de tipo Mellin-Barnes,
Eq. (B.8), definiendo la función de Fox [237,240-243]. Esta representación es útil, ya que la función G de
Meijer pertenece a las funciones especiales implementadas de Mathematica [244], siendo la notación

1√
8π3t1/2

G3,0
0,3

[(
x2

16t1/2

)2 ∣∣∣∣ −−−−−−−−−−0, 1
4 ,

1
2

]
(51)

Figure 7: Fig. 7.el Propagador $W(x, t)$ para difusión browniana $(\alpha=1)$ para los tiempos $t=0.05,
0.2 y 1$. La forma mucho más suave cerca del origen distingue esta solución de la contraparte subdifusi-
va dibujada en la Fig. 6.
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[52]R.A. Guyer, Diffusion on the Sierpiński gaskets: A random walker on a fractally structured object,
Physical Review A. 29 (1984) 2751–2755. doi:10.1103/physreva.29.2751.

[53]J. Klafter, G. Zumofen, A. Blumen, On the propagator of Sierpinski gaskets, Journal of Physics A:
Mathematical and General. 24 (1991) 4835–4842. doi:10.1088/0305-4470/24/20/016.

[54]H. Rafeiro, S. Samko, Fractional integrals and derivatives: mapping properties, Fractional Calculus and
Applied Analysis. 19 (2016). doi:10.1515/fca-2016-0032.

20



[55]N. Samko, S. Samko, B. Vakulov, Fractional integrals and hypersingular integrals in variable order
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