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INTRODUCCION A LOS FENOMENOS CRITICOS

A escalas macréscopicas los materiales en equilibrio termodindmico presentan unas propiedades uni-
formes que determinan su estado. A las regiones dentro del espacio determinado por tales propiedades
fisicas se les llama fase. Los sistemas pueden cambiar abruptamente su comportamiento macroscépico
incluso cuando los factores externos que determinan su estado (como la temperatura o la presién)
cambian de forma suave y progresiva. A esos cambios en el comportamiento macroscépico del sistema
se les llama cambios de fase. Las propiedades que cambian durante las transiciones de fase pue-
den hacerlo de manera continua (transicion de fase continua o de segundo orden) o de manera
discontinua o abrupta (transiciones de fase discontinua). El ejemplo mds comin de cambios de
fase son las transiciones del agua que observamos a diario: hielo+ragua liquida<>vapor de agua (otros
como la sublimacién o la sublimacién inversa también son posibles, si bien son maés dificiles de observar
en la cotidianidad diaria). A los puntos en los que ocurren los cambios de fase se les llama puntos
criticos|[1].

Cuando el sistema estéd lo suficientemente cerca del punto critico la mayoria de las cantidades de interés
exhiben un comportamiento de ley de potencias. Los exponentes que rigen esas leyes de potencias
reciben el nombre exponentes criticos [1, 2/. Estos exponentes no dependen de los detalles de la
fisica del sistema, sino de algunas de sus caracteristicas generales como la dimensién o la distancia
de correlacién, de hecho los exponentes criticos de sistemas muy diferentes son iguales. Este fenémeno
es llamado universalidad |2|. Podemos asignar cada sistema a una clase de universalidad, en el
sentido de que dos sistemas pertenecen misma clase si tienen la misma dimensién d y pardmetros de
orden de la misma dimensional [2].

A continuacién vamos a estudiar el modelo de Ising, el cudl es uno de los modelos més estudiados
en la teorfa de la transiciones de fase. Este modelo fue inicialmente propuesto para la descripcion
del ferromagnetismo, sin embargo, puede interpretarse en una gran cantidad de contextos, lo que lo
convierte en un modelo con capacidad descriptiva para un amplio espectro de sistemas fisicos. Por
ejemplo, redes neuronales, procesos econémicos, plegamiento de proteinas, o comportamiento social.
Finalmente, el interés en el modelo de Ising también radica en que es considerado el modelo prototipo
con una transicién de fase continua no trivial [3].

El Modelo de Ising

El hamiltoniano que rige la dindmica del modelo de ising viene dado por:

H=— Z JijSiSj — Z hSZ'
(1,9 i

En el contexto de un material ferromagnético las magnitudes que en el Hamiltoniano aparecen se inter-
pretan como sigue. s; = £1 representa el spin de la particula i., J;; es la constante de acoplamiento
entre los spines s; y sj, esto es, determina, como interacctuan los spines vecinos. En principio todos
interactuaran de igual manera dos a dos, luego: J;; = J = cte, ademas, para el caso del material ferro-
magnético, J > 0. (i, j) indica que la suma solo corre sobre los vecinos proximos de la red (normalmente
el modelo de Ising suele definirse sobre una red regular.), lo cual supone que los spines solo interaccionan
en corto alcance. Finalmente A es un campo magnético externo.

P (o) = %6*5%)



La interpretacion de esta funcién es la siguiente: P (o) proporciona la probabilidad de encontrar al sistema
en un estado en equilibrio con configuracién o dada. La constante de normalizacién Z es llamada funcién
de particién:

Z = /dae_ﬂH(”)

Y continene las propiedades estadisticas del sistema en equilibrio termodindmico.

Aproximaciones de Campo Medio

El campo medio es una familia de aproximaciones que consisten en aproximar todas las interacciones
experimentadas por cada uno de los elementos del sistema por una interaccién media o efectival4|. La
potencia del campo medio reside en su sencillez, permiteiendo resolucién exacta de muchos problemas,
y proporcionando resultados cualitativamente correctos en la mayoria de los casos.

Estas aproximaciones son 1itiles cuando las fluctuaciones no son importantes. Asimismo, la dimensio-
nalidad del sistema juega un papel importante acerca de la cuestién de si el campo medio funcionard
o no. Para dimensiones altas ocurrird que cada spin tendra un gran nimero de vecinos, por lo que las
interacciones entre las particulas se promediarédn, siendo correcto reemplezar esas interacciones por una
sola interaccién efectiva. Tendremos asi un campo de interaccién que puede ser escogido como la media
de las interacciones de una particula con sus vecinas. A continuacién se presenta la aproximacion de
campo medio de Bragg-Williams para el modelo de ferromagnético de Ising.

Bien, en un sistema magnético como el del modelo de Ising podemos esperar que el momento magnético
total sea proporcional al nimero total de spines abajo y arriba del sistema:

N =N, +N_

N
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Por definicién la entropia de Boltzmann es igual al logaritmo del niimero de estados posibles:

S—Ln<]<[\i> —L"<N(m i\fl) -0.5)

Después de simplificar usando las propiedades de los logaritmos y usando la aproximacién de Stirling:

sszm—%.u+myLmLHm—%.u—myLm1—m)

En ausencia de un campo magnético recordemos que el hamiltoniano de Ising viene dado por:
H=-J Z sisj
(4.5)

El campo local actuando sobre cada spin es: H; = J Z<j> sj, donde (j) indica suma sobre los vecinos
més proximos de . Ahora bien, usando la aproximacién de campo medio procedemos a cambiar el valor
del campo de los spines vecinos de i por el campo medio de todos los spines: m = % > i Sk- De esta
forma el campo sufrido por el spin i es:

H;, = Jmz

donde z es el nimero de coordinacién de la red, esto es, el niimero de vecinos de cada spin en la red.
Porcedemos a calcular ahora la energia media de la red:

E=(H)y=-J) (sis;)

(1,5



La aproximacién de campo medio supone la decorrelacién estadistica de los spines, por lo que el corre-
lador a dos cuerpos sera cero:

C(si,s5) = (sisj) — (si)(s5) = 0 & (sis;) = (si)(s;)
por lo que:
B = (H) =~ Y (sisg) = —7 S (si){sj) = 5 Jm?=N
(i) (i.d)
1

donde el factor 5 se anade para no contar dos veces los spines vecinos.
por tanto la energfa por spin vendra dada por:

Fluctuaciones Candnicas de la Energia

Energia media:

1 _ S _H(o)e PHO) 1 97z  9Ln(Z)
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El calor especifico del sistema puede derivarse a partir de la energia:

0F _ _0Ln(Z) _ 4 o 0 (Zg H(U)@””“”’) __9 <f> _
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= (H?) = (H)* = kpT*C,
Finalmente:
2
Cy = Z [1]{2] = 1T2 (<H2> - <H>2) -Ecuacion de Einstein-
B B

Si queremos el calor especifico por spin solo hay que dividir por N:

o?[H] 1

T k52N ~ k2N ((H%) — (H)")

Susceptibilidad Magnética

La susceptibilidad magnética es una medida de como cambia la magnetizacién de un sistema tras
producirse un cambio en el campo magnético externo.

XT = 7~ ((m?) = (m)?)



Cumulante de Binder

En el campo de las transiciones de fase el cumulante de cuarto orden del pardmetro de orden (en el
caso del modelo de Ising, el momento magnético m) juega un papel importante, puesto que permite
identificar calcular el exponente critico de la distancia de correlacién y de ahi identificar la clase de
universalidad de la transicion[5| . Este cumulante recibe el nombre de cumulante de Binder y viene
definido por:

m4
U4:1‘3<<mz>>2

Clase de Universalidad del modelo de Ising

Algunos de los sistemas fisicos mds importantes que pertenecen a la calse de universalidad del modelo de
Ising: (I) Transiciones liquido-vapor, (II) Mezclas binarias, (III) Sistemas Coulombianos, (IV) Sistemas
Micelares, (V) Sistemas Magnéticos uniaxiales|3].

Los valores de los exponentes criticos que caracterizan a estos sistemas vienen dados por:

Parameter | d=2|d =3 d=14
a 0 | 0.1I1008 0
6 £ 10326419 | 3
~y % 1.237075 | 1
) 15 | 4.78984 3
n L 10.036298 | o0

Table 1: Clase de Universalidad del Modelo de Ising

METODOS MONTE CARLO

Los Métodos Monte Carlo son aquellos métodos numéricos que emplean el uso de nimeros aleatorios
para la resolucién de un determinado problema. Su principal ventaja es su flexibilidad para resolver
diferentes problemas [3]. La expansién practica de estos métodos ha sido posible gracias a la invencién
de los ordenadores, si bien ya existian algunas aplicaciones antes de la era de los ordenadores |[6].
Historicamente el campo de las transiciones de fase ha hecho un amplio uso de los métodos Monte
Carlo, de hecho, erroneamente a veces se piensa que es su tnico campo de aplicacién [7]. El uso que
le vamos a dar a los métodos MC en este trabajo es el de samplear una distribucién de probabilidad
arbitraria fx (x), esto es, para generar muestras de nimeros aleatorios que sigan esa distribucién de
probabilidad.

De los cursos de estadistica sabemos que un método general para la produccién de ntmeros alea-
torios no correlacionados que sigan cualquier distribucién de probabilidad es el de la transformada
inversa. Este método emplea la generaciéon de nimeros aleatorios uniformemente distribuidos en el in-
tervalo (0,1): u ~ U(0, 1) para producir una muestra que siga una distribucién de probabilidad arbitra-
ria fx (x). Para empezar sea X una variable aleatoria con funcion de probabilidad acumulada Fx (x), que
admite inversa: w = Fx (x) € [0,1] entonces la variable transformada u sigue una uniforme u ~ [0, 1].
Este resultado se usa para generar una muestra aleatoria siguiendo cualquier distribucién de probabili-
dad: u = Fx (z) <z =Fy' (u).

El problema del métodoanterior, aunque sencillo y general, es que requiere de una buena implementacién
de Fy ! (2)[7], 1o cual, en general, es dificil de conocer. Se hacen necesarios otros métodos para al sampleo
de distribuciones de probabilidad arbitriaras, tan necesario para la simulacién de ciertos sistemas de
naturaleza estocdstica, como los modelados con el modelo de Ising. Veamos un método sencillo para la
generacién de numeros aleatorios siguiendo una distribucién arbitraria fx(x): el método del rechazo.




Método del Rechazo

Este método permite generar muestras de variable aleatoria arbitraria X ~ fx (x),Vx € RP a partir
una variable aleatoria propuesta Y ~ gy (x),Vx € RP (fdcil de generar). La idea es genera un valor de Y’
que se aceptard con probabilidad h (z) = Rf gé’((i), si el valor no es aceptado el proceso se repite hasta
que se genere un valor de Y que sea aceptado. Asi se consigue una variable aleatoria resultante que
siga ~ fx (x). Cualitativamente podemos razonar que aquellos valores que proporcionen los valores mas
grandes fx (x) se aceptaran con mayor probabilidad que los valores que hacen fx (x) mds pequeno [7].

El valor R es una constante con valor > 1 que cumple fx (x) < R- gy (x) Vx € RP [8].

1. Genera Y ~ gy(x)
2. Genera u ~ (0, R - gy(x))

3. Comprueba si U < fx(x), en ese caso X =Y, en caso contrario vuelve al paso 1.

El problema evidente de este método es que si la probabilidad de aceptacién es muy baja el tiempo
de resolucién se harad excesivamente largo, haciéndolo inviable en algunos casos. Una mejora a este
método es el método del rechazo con repeticion, el cual consiste en repetir el ultimo valor aceptado
cada vez con nuevo valor es rechazado. Sin embargo, el problema que implica la repeticién es que si la
probabilidad de aceptacién es muy baja entonces tendremos muestras con largas cadenas de nimeros
repetidos.

Métodos Monte Carlo Dinamicos

Los métodos MC dindmicos son métodos MC que permiten la simulacién de sistemas con un conjunto
de tasas de transicién constantes y conocidas (también reciben el nombre de Métodos Monte Carlo
Cinéticos, depende del drea de aplicacién) [9)].

En este caso vamos a usar utilizar los MC dindmicos para hacer un sampling una distribucién de
probabilidad usando reglas sencillas, incluso cuando no sabemos que forma tiene la distribucién |7]. La
idea principal consiste en utilizar la informacién previa del sistema para las probabilidades de proposicién
y aceptacion de los valores|7]. Sin embargo, como veremos, el problema que conllevan es que producen
valores correlacionados para las variables aleatorias, lo cual puede conllevar una importante fuente de
error [7].

El ejemplo més sencillo de un método MC dindmico para el muestro de una distribucién de probabi-
lidad fx (z) es el método del rechazo con repeticién antes mencionado. La pregunta evidente de este
método es: Si se repiten los valores xx_1 v xx (Podemos decir que los valores xj siguen la distribu-

cion fx, (x)?(7]

Rechazo con repeticién

El valor x; se puede aceptar o rechazar. Podemos, entonces, ver el proceso de aceptacién como una
variable Bernoulli B con interpretacién: b = 1 aceptacién, b = 0 rechazo. De modo que podemos escribir
la funcién de distribucién de probabilidad como:

Ixo (@) = fx, (@|b=1)p(b = 1) + fx, (zx|b = 0)p(b = 0)
Ix, (@) = fx (z]b=1)p(b=1) + fx, (zx[b=0)(1 — p(b=1))

Usando ahora el teorema de Bayes para la probabilidad conjunta de una variable discreta C' y otra
continua A:

qa,c = q(c|A = a)qa(a)
qc,a = q(alC = c)gc(c)



De donde podemos escribir:
qo(c)qa(alC =)
qa(a)
Donde A = Xj,, C = B, qc (¢) = p(b), qa (a) = gx, (zx), qo(c|A = a) = Prob(b|zy), ga(a|C = ¢) —
ka (a:k]b = 1):

qgo(clA=a) =

Sustituimos en la expresion de fx, (xg):

fx, (wr) = Prob(b = 1|zk)gx, (zk) + fx, (2k]b = 0)(1 — p(b = 1))

Donde gx, (zx) es la probabilidad de proposicién de un valor zj, de la variable aleatoria Xy, y Prob(b =
1|xy) es la probabilidad de aceptacién de ese valor, la cual empezaremos a llamar hy, (x;) = Prob(b =
1|zy). Ahora bien, si el valor xy, es rechazado nos quedaremos con el valor anterior, x;_1, fx, (zx|b = 0) =
fx,_,(xx—1). En cuando a p(b = 1) puede calcularse como la media de la probabilidad de aceptacién
(esto lo sabemos porque B es una variable de Bernoulli):

pb=1) = /OO dzihx, (Tr)gx, (Tk)

—00
Por tanto nos queda:

oo

Ixp (i) = hx, () 9x, (xk) + fx,_ ) (Tr—1) [1 — / drihx, (vi)gx, (k)

—00

Llamo € = [%_ daphx, (zx)gx, (21):

fx () = b (2) g, (2n) + fx o (@r-1) [1 — €]
Esta ecuacién es una expresién recurrente en k que puede resolverse facilmente en términos de la

distribucién inicial fx, (xo):

hx, (vk)gx;, (zk) +th($k)9Xk(l‘k)

Fx(@r) = (1= )F | fx,(20) —

Finalmente podemos escribir esta relacién de recurrencia en términos de la verdadera distribucién fx (z)
que queremos samplear. Para ello usamos la definicién de probabilidad condicionada:

_ fxplx,b=1)  fxp(x,b=1)
fx(@lb) = Prob(B=1)  [%_ fxp(z,b=1)dz
B _ B fX7B($|b = 1) . fX7B($,b = 1)
h(z) = Prob(B = 1|z) = Fp@.0) + frn@ D) = (@)
hx (2)gx (2)

de donde obtenemos: fx(z) = fx p(z,1) = T I (2)gx ()5

Fx(@e) = (1= )F [fx, — fx(@)] + fx(z)

Podemos decir en tonces que, en general, los valores xj no estan distribuidos segin fx (x). Para conseguir
que X ~ fx(x) tenemos dos opciones que anulan el término (1 — €)* [fx, — fx(x)]. La primera es que
los valores iniciales ya estén distribuidos segin fx(z), esto es, fx(z) = fx,(zo). La segunda opcién es
que el término (1 — €)¥sea nulo. Puesto que 0 < € < 1 ocurre que (1 — €)*decrece monotonamente con k,
de manera que esperamos que limy_, fx, (xx) = fx(z). Asi que conviene esperar un cierto nimero
de pasos del algortimo antes de emepezar a almacenar los valores de la variable aleatoria X. Cuanto
esperar dependera del valor de € de cada problema. A esta espera se le conoce como termalizacion.



Métodos MC dindmicos: planteamiento general

Entendido el método del rechazo con repeticién, podemos decir que los métodos MC dindmicos son una
generalizacion de ese método cuando el nuevo valor depende de los anteriores valores aceptados, pero
sin repetir el valor. Veamos, queremos generar un valor x,, de una variable aleatoria X, en la n — esima
iteraccion y ésta depende de los niimeros previos generados en iteraciones pasadas:

an(xn) :an(xn|an"‘ afEn—l) (1)
La forma mads sencilla de implementar la dependecia con la historia del sistema es suponer que el nuevo
paso solo depende del paso anterior fx, (zn | o, ,Zn-1) = fx, (Tn|xn—1). Este tipo de procesos que

solo utilizan la informacion del estado inmediatamente anterior del sistema recibe el nombre de procesos
de Markov. En general podemos decir que proceso de Markov es un método para la generacion de
nuevas configuraciones de un sistema a partir de la configuracién actual del sistema. La ventaja de estos
métodos es precisamente que no requieren del conocimiento de toda la historia previa del sistema, sino
solo de la la configuracién inmediatamente anterior [2|. Otra simplificacién que se toma es que el proceso
de Markov sea homogéneo, esto es, no depende de n: fx, (vn|xn—1) = fx (zn|Tn-1). Por simplificidad
llamemos: z,, = =, r,_1 = y. Por tanto, ahora las probabilidades de aceptacién h y de proposicién g
dependen del valor anterior y:

h=h(zly) g=g(=ly)
Asimismo, la probabilidad de acepcacion de un valor x dependera del valor del paso anterior y:
PO =1ly) = [ helnlg(ln)dz = (v

Para la proposicién de las funciones h y ¢ la tinica condicién que necesitamos es que la distribucién
estacionaria de la cadena de markov fx, (x,) sea la distribucién de probabilidad que queremos sample-
ar: lim, o fx, (xn) = fx (), para lo cual debe cumplirse la condicién de balance detallado:

h(zly)g(y|z) fx(x) = h(zly)g(z|y) fx (z)

Para ver que esta condicién es necesaria y suficiente tenemos que usar la siguiente expresiéon de la
probabilidad condicionada:

Frole) = [ " faly) . 0)

En caso de que fx, = fx,., = [¥:

o= | " f ) £ )

usando que: [% f(ylz)dy = 1:

/ " i) f) = / T el f@) & Faly) @) = Fula) £

La ultima expresién es la condicién de balance detallado.

Esta es la ecuacion que deben satisfacer las probabilidades de proposicién g (z]y) y de aceptacion h(z|y)
para que la distribucién estacionaria de la cadena de markov fx, (x,) sea la distribucién de probabilidad
que queremos samplear. Los diferentes métodos dindmicos dan soluciones diferentes para esta ecuacion.
A continuacién veremos una de esas soluciones, la dada por el Algortimo de Metrépolis, uno de los
MC mds usados en la simulacion de procesos de Markov [2].



Algoritmo de Metrépolis

En este método se fija la distribucién de probabilidad de proposicién g(z|y) y se resuelve para la
probabilidad de aceptacién h(z|y). En otras palabras, dada g(z|y) debemos encontrar una funcién h(z|y)
que cumpla que:

0<h(zly) <1
h(ylz)g(ylx) fx () = h(zly)gxly) fx (y)

Para encontrar las soluciones de esta iltima ecuacién introducimos las siguientes funciones:

_7g(y|x)fx(az) cumpliendo T) = !
W) = g px @ IO 10 = e
h(zly) = Va(z|y)w(z,y)
La funcién w debe cumplir w(z,y) = w(y, x), puesto que:
Bole)g(ylo)fx(0) = Waly)glel fx () = alely) = 1% =
sy = M2ly) _ Valzly)wiz, y)
W) = hle) T VaGlow(. o)
Usando q(y|z) = Q(;Iy):
_ 1 w(,y)
W)= 20w ()

de donde se ve que es necesario que w(z,y) = w(y, x). Si establecemos que la dependencia de w con x
e y a través de ¢:

Si w(x,y) =w(q),entonces w(z,y) =w(y,z) < w(q) =w (;)

Ahora bien, en términos de w la condicién 0 < h(z|y) < 1 es equivalente a:

0< Vauw(g) <14 w(g) <

Sl

Estamos buscando entonces una funcién w que cumpla:

g =u(s) w0

q

La solucién del algortimo de metrépolis es w (¢) = min {\/6, %}, de manera que si ¢ < 1 enton-

ces w(q) = /q, y si ¢ > 1 entonces w (q) = %. Esta eleccién de w conlleva la siguiente forma para la

probabilidad de aceptacion:

h(zly) = Vq(z|y)w(z,y) < h(zly) = min {1, ¢(x|y)}

Para el modelo de Ising diremos, en términos fisicos, que, para cada cambio en la configuracién del
sistema desde un estado a a un estado o/, se calcula el cambio de energia producido AE,_,n = Ey —
E, [2]. Si AE, .o < 0 el cambio en la configuracién del sistema se acepta, pero si AE, .o > 0,
entonces ese cambio se acepta con probabilidad e #AFa—ar

1. Genera una nueva configuracién (cambia un spin ¢ aleatoriamente)
2. Calcula en cambio en la energia del sistema AF,_

3. Calcula P(E, — E,) = min {17 efB(Ea/—Ea)}



4. Genera u ~ [0, 1]

5. Acepta el cambio en la configuracién si u < P

Los cambios en la energia solo puede tomar 5 valores en el caso de una red regular bidimensional con 4
vecinos mas préximos:

z
AFE, o0 = —2-J - 54 Z Say,
pn=1

Donde s, 22:1 Sa, = —4,-2,0,+2,+4



RESULTADOS

Para la realizacion de las simulaciones se han llevado acabo con :

e Pasos Monte Carlo para la termalizaciéon: N - 3000, donde N = L - L es el nimero de spines de la
red.

e Pasos Monte carlo para : 10°.
e Pasos Montecarlo dejados entre cada medicién para evitar correlaciones: 10.
e Tamainos de red simulados: L = 20, 60, 100, 140.

e Rango de temperaturas recurrido para cada tamano: T, = 1.5, Tinee = 3.5 con pasos de AT =
0.042 (en unidades naturales para las cuales J = kp = 1)
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Figure 1: Valor absoluto de la magnetizacion para diferentes tamanos de la red. En el caso
del modelo de Ising las propiedades microscépicas del sistema pueden resumirse en la posicién de los
spines de cada particula (“up” or “down”). Mientras que las propiedades microscépicas emergentes son
la magnetizaciéon m, energia E, el calor especifico Cy o la susceptibilidad magnética xr. De entre ellas
el pardmetro de orden,(pardmetro cuyas propiedades macroscépicas cambian en la transicién de fase)
es m, la cual puede cambiar espontaneamente de 0 a —1 o +1, es decir, todos los spines “down” o “up”
respectivamente. En esta simulacién estamos tomando el valor absoluto de m para que el sistema siempre
colapse al mismo estado y sea méds facil el posterior tratameiento de los resultados. El cambio en la
magnetizaciéon de 0 a +1 ocurre en T' = T,. Sin embargo, puesto que estamos simulando un sistema finito,
la transicién de fase no ocurre en la temperatura critica. De hecho, para tamanos pequenos, como L = 20,
el cambio en la magnetization ocurre de forma ma&s suave y no puede estimarse exactamente para que
valor de T se produce la transiciéon. Conforme aumenta el tamano de la red mds acerca ocurre la
transicién de T, y mds se acercanlos resultados a la solucién tedrica de Onsager.
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Figure 2: Colapso de las curvas del valor absoluto de la magnetizacién. para un sistema infinito
la distancia de correlacién, £ (T'), (distancia a la cual spines en diferentes posiciones estdn correlacio-

v
nados) se comporta como una ley de potencias & (T') ~ ‘1 - Tlc‘ . En el caso de un sistema finito,

evidentemente, £ ~ L, puesto que la distancia de correlaciéon no puede exceder la dimensién del mismo.
Si queremos obtener como se comportan a magnetizaciéon para tamanos finitos del sistema podemos tra-

B
tar m como una funcién homogenea de £ y L, de manera que se recupere la relacién m ~ ’1 — %’ de un
c

sistema infinito: m (§, L) = &*m (%) La relacion de escala queda como: m = L~vim [(1 — Tlc) L%]

Energia por Spin
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Figure 3: Emnergia media por spin para diferentes valores del tamano de la red. € = % =

—%J m?z, donde J = 1, z = 4. El comportamiento de la energfa por spin es similar al de la magnetizacién
puesto que es la tinica magnitud de la que depende que no es constante. La energia por spin es cero
cuando la magnetizacién es cero puesto que hay, en promedio, el mismo niimero de spines “up” que spines
“down”. Cuando el sistema se acerca a la temperatura critica se forman clusters de spines apuntando a
una misma direccién, la magnetizaciéon promedio deja de ser cero, asi como la energia media por spin,
hasta que todos los spines del sistema apuntan a la misma direccién en la temperatura critica. Los
efectos de tamano finito dan lugar a que el cambio de € por spin ocurre de forma mads suave.
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Calor Especifico

a) b)
600 — 2.50 . .
L=20 Linear Interpolation
L=60 >
4 (9] L -
500 L=100 5 24
[
L=140 El
400" g 2.40}F
£
> =1
O 300 % 235}
E
(]
200 £ 230}
2 oo
100} ma 2 55| =—(0.0,+2.25654 +/-0.009183)
Z 2
- a
0 cmdas s fE R 5 20— . . . . .
2 2.2 2.4 2.6 2.8 : 0 0.02 0.04 006 008 0.1
T 1/L

Figure 4: a) Calor especifico del sistema para diferentes tamanos de la red. El calor especifico
diverge en T' = T,. Puesto que un ordenador no puede arrojar un valor infinito lo que obtenemos conforme
nos acercamos a la temperatura critica son valores de C'yy mucho mayores que los obtenidos lejos de 1.
Este comportamiento divergente es més pronunciado cuanto mayor sea L. También es improtante notar
que, puesto que estamos simulando sistemas finitos, el valor méximo de Cy no se da exactamente en T,
. Este hecho puede usarse para estimar el valor de T, , para ello basta dibujar el valor de la posicién
de méximo de Cy frente a % y extrapolar para L — co. b) Estimacion de la temperatura critica
mediante la posicién del méximo de Cy . Puesto que la cantidad de temperturas que podemos tomar
es limitada el valor obtenido para las posiciones de los médximos vendrd afectada por la discretizacion
que hayamos tomado (en este caso AT = 0.042 en unidades naturales de J ). Los puntos en negro se
han omitido de la interpolacién porque ya se ha llegado la maximo acercamiento posible de T, para
la discretizacion tomada para la temperatura (en caso contrario tendriamos tres puntos con la misma
ordenada).

Susceptibilidad Magnética
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Figure 5: a) Susceptibilidad magnética para difertnes valores del tamanos de la red. Al igual
que ocurria con el calor especifico, la susceptibilidad magnética xr diverge en T' = T,.. Asimismo, como
hemos visto para Cy, el valor méximo de x7 no se da exactamente en 7T, ya que estamos simulando
sistemas finitos . Este hecho puede usarse para estimar el valor de T, , para ello basta dibujar el valor
de la posicién de maximo de yr frente a % y extrapolar para L — co. b) Colapso de las curvas de
magnetizacién para diferentes tamanos de la red. Para la susceptibilidad magnética la relacién

de escala viene dada por x7 (7, L) = L%f( [(1 — %) L%} c) Estimacién de la temperatura critica
mediante la posicién del maximo de xr
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Cumulante de Binder
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Figure 6: a) Cumulante de Binder para diferetnes tamanos de la red. Como el cumulante
de binder es constante para T = T, , Uy (T¢, L) = U4 (0,L) = cte VYL, podemos determinar 7T, como
el punto de corte entre la gréficas para cada L. De nuevo, a la hora de determinar dicho punto
de corte nos vemos limitados por la cantidad valores de temperatura tomados durante la simulacién.
Una primera aproximacién al valor de T, serfa tomar el valor de 7" de nuestros puntos que da una
diferencia Uy (L1,T") — Uy (Lo, T") més cercana a cero (evidentemente ambas gréaficas deben tener los
mismos valores de temperatura. Sin embargo, si queremos conseguir una presicién por encima de los
puntos tomados podemos usar métodos de interpolacion.

Estimacién de T, a partir del cumulante de Binder

El punto de corte entre las las curvas pueden estimarse “a 0jo”’ graficamente, sin embargo, como esto es
poco matemadtico tres métodos numeéricos distintos se han empleado:

e Nearest data-point method: Dados dos conjuntos de datos, este método encuentra el punto
(de nuestros datos) més cercano al punto de interseccién. Para ello, el método toma cada par de
puntos (z,yl) y (z,y2) y calcula |y2 — y1]. Finalmente nos quedamos con el valor de x que haya
proporcionado la diferencia |y — y1| més pequna. La ventaja de este método es que es muy facil
de implementar, pero requiere que ambas graficas tengan los mismos valores en el eje x para sus
puntos.

e Nearest data-point method, with linear interpolation: Tras obtener los puntos (de nuestros
datos) mds cercanos al punto de corte, podemos utilizar una interpolacién lineal para obtener una
aproximacién al punto de corte.

e Fsolve Method: Se interpolan las curvas usando splines, y después se resuelve la ecuacién dada
por la diferencia de los splines igualado a cero: Splinel — Spline2 = 0. Uno de los problemas de
este método es que falla si se pretende estimar varios puntos de corte. Ademds, otro problema de
este método, es que requiere de una semilla inicial xy relativamente cercana al valor real. Para
mis datos he usado zg = 2.30.En consecuencia, este método puede usarse despues de alguno de
los dos anteriores.

Los dos ltimos métodos tienen la ventaja de que nos permiten una precisién mayor que la propia
discretizacién de las variables que estemos usando.
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Figure 7: Ejemplo de aplicacién de los métodos: Nearest data-point method with and without linear
interpolation, and the fsolve method. El fsolve method requiere de una semilla inicial relativametne
cercana al punto de corte real, por ejemplo, para el conjunto de datos de este trabajo solo da una
estimacién correcta de T, cuando la semilla zg € [2.24 , 2.36].

Sizes NDPM | NDPM-l.i1. | Fsolve
L =20,60 2.240 2.258 2.266
L = 20,100 2.240 2.252 2.253
L = 20,140 2.240 2.248 2.260
L = 60,100 2.240 2.248 2.260
L =60, 140 2.240 2.247 2.261
L =100,140 | 2.240 2.246 2.261

Table 2: Resultados de cada método aplicados para cada par de tamanos
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