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Zadanie 5

Niech:

P(x,t) = /exp(iw(k)t — ikx)e(k)dk

Pokazaé, ze p(C)ekos¢ przemieszczania si¢ || (predkosé grupowa) jest okreslona wzorem:

vV = ka(k)
Wyliczyé ¢ dla:
hk?
k)=—
wik) =5

Rozwiazanie

Zwiazek miedzy w a V mozemy zobaczy¢, rozwijajac w(k) w szereg wokét punktu ko:

w(Ko —00 w =ko —01

+ ..o~ w(k()) + ka(k)|k:k0 (k — kg)
Mozemy wstawi¢ to przyblizenie w(k) do wzoru na 1:
P(x,t) = /exp(i(w(kg) + Viw(k)|k=k, (k — ko))t — tkx)c(k)dk

ale teraz mamy mnozenie Viw(k)|k=k, 1 (k — ko), wiec Vj, pojawi nam si¢ w wyrazeniu wigcej niz raz, a
niekoniecznie tego chcemy. Zrobimy wiec podstawienie:

Ak =k — ko

z ktorego wynikaja:



k = Ak + ko

1 istotne:

dk = dAk

bo:

dko =0

poniewaz kg jest stala.

Dostajemy:

P(x,t) = /exp(i(w(ko) + Viw (k) k=Ko AK)t — i(Ak + ko)x)c(Ak + kg )dAk

Zauwazmy, ze w wyrazeniu Viw(k)|k—k, nie musielismy podstawia¢ k = Ak + kg, dlatego ze tam liczymy
po prostu pochodng ewaluowana w punkcie kg, wiec nazwa zmiennej nie ma znaczenia.

Przeksztalcajac:
V(x, ) = / expico(ko )t + Vs (K) g iAKE — iAKx — ikox)e(Ak + ko)dAk

P(x,t) = /exp(iw(ko)t — ikox) exp(Viw(k)|k=ko 1Akt — iAkx)c(Ak + ko )dAk
Wyrazenie exp(iw(ko) — ikox) mozemy wyciagnaé przed calke, poniewaz nie zalezy od Ak:

P(x,t) = exp(iw(ko)t — ikox) /exp(ka(k)|k:k0iAkt — iAkx)c(Ak + ko)dAk
Przesurimy teraz te funkcje w przestrzeni o Ax, czyli obliczmy:

P(x + Ax,t) = exp(iw(ko)t — iko(x + Ax)) /exp(vkw(kﬂk:koiAkt — iAk(x + Ax))c(Ak + ko)dAk

Jesli teraz zalozymy, ze Ax = vt = Viw(k)|k=k,t, to:

Y(x + Ax,t) = exp(iw(ko)t — iko(x + Ax)) / exp(—iAkx)c(Ak + ko )dAk

P(x + Ax,t) = exp(iw(ko)t — ikoAx) exp(—ikox) /exp(—iAkx)c(Ak + ko)dAk

Ale z drugiej strony, jesli obliczymy 1 przed przesunieciem, ale w momencie t = 0:



¥(x,0) = exp(—ikox) /exp(—iAkx)c(Ak + ko)dAk

Zatem

B(x + Ax, 1) = exp(i(w(ko)t — koAx))i(x,0) = exp(it(w(ko) — koViw(k) ki) (x,0)

Jesli chodzi o wyrazenie exp(i(w(ko)t — koAx)), to w ogélnosci nie wiem, jak wyzerowaé wykladnik
albo gdzies zrobilem biad. Ale dla w(k) = Al mozemy wyliczy¢:

2m

AV (k2 + k2 4+ k2)|k= h[2ky, 2k, 2k ]|k 2k k
Ax:vt:ka(k)|k:k0t: k( Y )|k kOt: [ )y “hvy, kz]‘k—kot:h Ot:h Ot

2m 2m 2m m

Zatem:

exp(i(w(ko)t — koAx)) = exp(i(

czyli wykladnik wyzerowalby sie, gdyby nie ta nieszczesna dwéjka w mianowniku lub jej brak w drugim
wyrazie i wtedy moglibysmy napisacé:

P(x+ Ax,1) = ¥(x,0)

Czyli fala po czasie t wyglada po prostu tak samo, tylko jest przesunieta o Ax

hk?2

Druga czgs¢ zadania tyczy si¢ wyliczenia 1) wlasnie dla w(k) = 5%

Wstawiajac jednoczesnie c¢(k) = 1 zakladam, ze nie wplywa to negatywnie na zbieznosé catki (?):

nk? h(k2 + k2 + k2
P(x,t) = /exp(i%t —ikx)dk = /exp(i(”2m")t —i(kyx + kyy + k. 2))dk,dk,dk,

hk? hk? hk; hk?
Y(x,t) = /exp(i%t —ikx)dk = /exp(i 277;% — ik, ) exp(iﬁt —tkyy) exp(iZ—nit — ik, z)dk,dky,dk.
Ale poniewaz mamy do czynienia z rodzielonymi zmiennymi:
hE2 hky K2
Y(x,t) = /exp(z%t — ikyx)dk, /exp(zQ—nzt — ikyy)dk, /exp(z%t —ik,z)dk,

To mozemy to rozpisaé¢ jako iloczyn trzech takich samych catek. Policzmy jedna z nich, np.:

_hk? )
/exp(z o t — ik x)dky

Podstawiajac a = —i%, B =ix iz =k, obliczymy cos bardziej ogdlnego, to znaczy caltke:

/exp(—oz:zc2 — Bx)dx



Poniewaz:

2 2 2
—a(a:—ﬂ> z—a(zZ—Q%—F%):—aaﬂ—ﬁx—!—E

Wiec:

/exp(—ax2 — Bx + %)dz = exp (Z;) /exp(—az2 — fr)dz = exp (f;) /exp (—a(az B 2ﬁa)2)

Korzystajac ze wzoru Gaussa:

SHE

| ovtcass -

i ignorujac fakt, ze stosuje si¢ go bezposrednio tylko do liczb rzeczywistych, mozemy zrobi¢ podstawienie:

_ B
y—(x—%)
dy = dx

Wtedy:

/exp(—osz _ Br)dz = exp (f;) /eXp <—oz(x - fa)?) dz = exp (f;) \/Z

dlatego ze przy calkowaniu od —oo do oo przesuniecie o stala nie zmienia granic calkowania

. . » . . . . _ - ht s . _ .
Wracajac do oryginalnego réwnania przed podstawieniami a = —ig -, 8 =iz iz =k :

N Rt (iz)? m —ima? 2iTm
/exp(z%t—zkxx)dkx = /exp(z%kx —ixk,)dk, = exp (4( P P exp < ST ) p=

T 2m

Wracajac znowu do iloczynu calek:

hE2 Dk, k2
P(x,t) = /exp(z%t — ikyx)dk, /exp(z%t — ikyy)dk, /exp(@%t —ik,z)dk,

—ima? 2imTm —imy? 29mm —imz? 2imTm
ex ex
2ht nt P\ 2nt nt P\ 2nt it

P(xt) = ex —im(z? +y? + 22) 2imm \ 2 . —imx? 2irm \ ¥
e 2nt ht P Tom ht

b(x,) = exp (




